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PRESENTATI ON CE L' ETUE

Durant |es deux derniéres décemnies, |'industrie navale a connu
‘une évolution trés rapide, tant en ce qui concerne |es perfornances des
engins que leur diversité. Certains navires sont destinés a des transports
de plus en plus rapides, tandis que les pétroliers atteignent des tailles
gi gantesques. La recherche océanique et |'exploitation des océans sont con-
ditionnés par la construction d usines flottantes et de plates-fornes off

shore.

Les éetudes sur nodel es physiques pernettent de prédire |e conpor-
tenent a |a ner des structures, nais leur usage reste limté pour plusieurs
rai sons.

- Dune part, les essais systématiques en bassin sont |ongs et onéreux a
cause du grand nonbre des paranetres a prendre en conpte : différents appen-
di ces pour une néne carene, cas de chargenent, nonbre de Froude, période,
canbrure et incidence de |a houle, profondeur du mlieu fluide...

- Dautre part, les resultats ainsi obtenus sont parfois entaches d erreurs
dues aux effets de parois et sont sujets aux effets d échelles, ce qui rend
délicates leur interprétation et |leur extrapolation au reel.

Des lors, les utilisations conjointes de nmodél es physiques et nune-
riques présentent un intérét indéniable, pernettant de procéder a un rétrecis--
senent du chanp d'investigation expérinental et a une confrontation des reésul -
tats acquis avec des noyens diffeérents.

Le premer nodel e nunérique de diffraction-radiation a été réalisé
a partir de I a méthode des tranches due a Korvin-Kroukowsky, il y a de cela
une vingtaine d années. S cette méthode est bien naitrisée dans le cas d un
flotteur au point fixe, il n'en est pas de méne lorsque Ie solide est anine
d une vitesse de route ; la miltitude des théories qui conduisent a des résul -



tats sensiblement différents, le nontre bien. Ce type de nodél e posséde deux
limtes qui sont dues I'une a la forne des flotteurs (allongés ou élancés),
et |'autre a la vitesse (petits nonbres de Froude).

L' él aboration de nodel es capabl es de prendre en conpte plus fidele-
ment |es phénongénes tridinensionnels s'est avérée nécessaire pour pallier ces
deux inconvénients. Le premer nodel e nuneérique tridinensionnel concernant un
flotteur au point fixe a eéte. réalisé par J.C LEBRETON et A NMARGNAC /HY-25/
en 1968. En 1977, MS CHANG/HY-8 a presenté | e premer programe de cal cul
fondé sur une néthode tridinensionnelle, nettant en oeuvre une distribution de
singularités du type source, pour aborder |e probléne de |a diffraction-radia-
tion avec vitesse de route, lorsque |a profondeur est illimtée.

Nous proposons dans ce neénoire deux néthodes de singularités (distri-
bution mxte et distribution de sources) pour calculer |es nouvenents d' un
flotteur indéfornable aning d une vitesse de route constante et sollicite par
une houl e incidente sinusoidal e dans |es deux cas d une profondeur illimteée
et d une profondeur finie.

Les difficultés liées a |la nodelisation des phénonenes physiques
nous ont contraints a conserver certaines hypotheses sinplificatrices utiliseées
dans les travaux antérieurs et dont |a plus restrictive est, sans doute, la
linéarité.

_ En ce qui concerne |'abord nathématique du probl ene, nous avons

choi si une nméthode heuristique sans nous poser a priori |a question de |'exis-
tence et de ['unicité d une solution, ni celle de |'espace fonctionnel dans
lequel elle serait définie.

Pour des raisons de clarté, nous avons reporté en annexe les calculs
et les resultats qui ont été tirés du cours de P. GEVEL et qui constitueraient
des insertions trop |ongues dans le texte du nénvire.




PRESENTATI ON G- THE STWY

During the last two decades, the naval industry has rapidy deve-
| opped. Ships are constructed for nore and nore rapid transport and tankers
are very large. Qeanic research and ocean exploitation are linked to the
construction of floating factories and off shore platforns.

Sudies on physical nodels allow the prediction of seakeeping of
structures, but they renain limted for two nain reasons.

(i) Systematic testing in awave tank requires a good deal of tinme and is
expensive owng to the great nunber of paraneters : different appendi ces
for the sane hull, cases of |oads, Froude nunbers, frequencies, steepness
and incidences of the waves, depths of the fluid...

(i) Wl effects and scale effects sonetines influence the results. Their
interpretation and their extrapolation are therefore very difficult.

Thus, the joint use of physical and nunerical nodel s enables us
to restrict the nunber of experinents and to conpare different results.

Nunerical nodel s based on the strip nethod lead to very good re-
sults for a body at zero Foude nunber. Nevertheless poor results follow
fromits different versions for a body with forward speed. These nodel s are
limted firstly by the shape of the hulls (slender body) and secondly by
the Froude nunber val ues (low speed).

Therefore, it is very inportant to make 3D nunerical nodels to
conpute ship notions with forward speed. The first of this type of nodel
was presented in 1977 by MS CHANG It is based on the singul arities ne-
thod of sources distribution. V¢ propose in this paper two 3D singul ari-
ties nodels, the first being based on a sources and doubl ets distribution
(mxed distribution) and the second on a sources distribution, for the two

cases of unlimted depth and finite depth.

&2




Chapitre 1

HYPOTHESES ET DEFI N TI ONS

Nous exposerons dans |es paragraphes suivants |es cing hypot heses
qui sont nécessaires a la formulation de notre nodel e mat hénatique, ainsi que
les raisons qui ont notivé notre choix de représentation de |a houl e incidente.

1.1 - HYPOHESE DE GONTI NJ TE (H 1)

L' hydr odynam que cl assi que est fondeée sur |"hypothese de continuite
qui consiste a assimler le fluide @a unmlieu continu. Seuls |es caractéeres
nacr oscopi ques des phénonenes sont étudi és.

Les particules fluides considérées correspondent a un él énent de
volunme infinitésima par rapport au dépl acement vol umque du corps soli de,
mais infininent grand vis-a-vis des distances internol ecul aires.

Cette hypothese sera traduite nathénatiquenent par |a continuité
spatiale et tenporelle de toutes les fonctions attachées a | a description de
|"état du fluide, ainsi que de leurs dérivées du premer et du deuxi eéne ordre.

1.2 - HYPOHESE DU FLU CE PARFAI T | SO/CLUME (H 2)

Nous écrirons |es équations de |'hydrodynam que dans |e cas particu-
lier du fluide parfait isovolune.

Les écoul enents de ce fluide sont régis par |les équations d' Eul er.

L'utilisation de ce nodél e de fluide est justifiée, a priori, puis-
que | es écoul enents que nous aurons a considérer sont a tres grands nonbres de
Reynol ds. Les forces de viscosité sont donc négligeabl es devant |es forces

dinertie.




1.3 - HYPOTHESE DE L'ECOULEMENT A POTENTIEL DES M TESS (H-3)

L'écoulement Sera supposé exenpt de toute turbulence. Le fluide
étant parfait, barotrope et en nouvenent dans un chanp de force volumique
dérivant d un potentiel scalaire J(M (champde pesanteur terrestre), il
existe a tout instant un potentiel des accélérations. S'il existe a un ins-
tant donné un potentiel des vitesses, |e théoréme de Lagrange assurera sa
pérennité.

L'utilisation d un nodel e de houle incidente irrotationnelle justi--
fiera |"hypothése de 1'écoulement a potentiel des vitesses.

1.4 - HYPOTHESE CONCERNANT LA SURFACE LI BRE (H4)

La surface libre est supposée s'étendre jusqu'a 1'infini, les ten-
sions superficielles sont négligeables devant |les forces d'inertie (écoul e-
ments a grands nonbres de Weber), et l|a pression est constante au-dessus de
la surface libre.

1.5 - HYPOTHESE DE LINEARITE (H5)

Nous supposerons que 1'amplitude et |a canbrure de la houl e inci-
dente d'une part, et 1'amplitude de |la réponse du solide d autre part, sont
suffisanment faibles pour que les ternes d ordre supérieur a 1'unité soi ent
negligeabl es (en particulier, les carrés des vitesses et des accél érations
absol ues des particules fluides) et quil soit possible d afficher |a condi-
tion de surface libre sur le plan noyen de la surface libre et la condition
de glissenent sur |a position nmoyenne de |a careéne.

Cette hypot hése a deux conséquences : |a premere concerne |a déter-
mnation du potentiel des vitesses qui sera facilitée, et |a seconde concerne
1'équation de Newton dont |es termes seront considérabl enent sinplifiés.

1.6 - DEHNTION DES D FFERENTS REPERES UTI LI SES

Nous considérerons trois reférentiel s orthonormés directs (fig 1.a).

- Le repere absolu (0 ; x,y,z) fixe par rapport au fond ; les axes Ox et Oy
sont situés dans |e plan noyen de |a surface libre, l'axe x est paralléle a
| a position noyenne de 1'axe longitudinal du navire et orienté vers l'avant



SL

de ce dernier, |'axe (z est vertical ascendant.

- Le repere relatif (Op; XoVYo02Zo) |ié au solide en nouvenent ; |es positions
noyennes des axes OgXp et Ogyo sont contenues dans |e plan d équation z=0
et respectivenent colineaires aux axes x et Oy ; |'axe Qgzo passe par e cen-
tre de gravité du corps.

- Lerepere relatif noyen (Q; Xy, Y1, 21) défini par |a position noyenne du re-
pere relatif. Il est en translation, rectiligne uniforne a la vitesse U suivant
|"axe O par rapport au repere absol u.

(C) !

(D) h

| = e o - an mw el - — - —

figure la

La transformation qui permet de passer du repére mobile moyen au
repere fixe sécrit :

X:X1+Ut
(11) 77 Y4
zZ =z =

1

Nous dési gnerons par W | a vitesse du poi nt 0_dans le repére mobil e
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noyen, et par & |e vecteur rotation instantanée du solide'. Ges deux vecteur-
ne dépendent que du tenps et caractérisent |es oscillations du corps par rap-
port aux axes relatifs noyens. Ils constituent |es inconnues de notre probl éne,

1.7 - MODELE DE HOULE | NJ DENTE

La linéarisation du probléme a traiter rend possible [a superposition
de différents états. Nous pourrons, en particulier, détermner |a réponse du
solide soums a |'action d une houl e quel conque a partir du spectre des répon-
ses du corps soums a |'excitation d une houl e sinusoidal e pl ane en déconposant
la houl e incidente en série de Fourier.

Nous utiliserons donc |e nodele de houle d Airy, nodéle qui présente
toutes |es caractéristiques requises : houle linéaire sinusoidal e plane et ir-
rotationnel le définie par son anplitude a, sa pulsation a et son incidence 8

(fig 1.b).

figure 1b

La fonction potentiel des vitesses de la houle d'Airy s'écrit dans
le cas d'une profondeur illimitée :

k
(1.2) ¢I{H;t] r....%_.g: et cos[k'(xf-ls‘a-u-ysinrz)-d‘b]

expressi on dans |aquel I e ko désigne Ie nonbre d onde défini par la relation
(1.3), et glaconstante universelle de gravité terrestre.

(1) Enthéorie linéaire, il esc possible de définir égalenment |e vecteur elon-.
gationangulaire § tel que & = 5.



(1.3) k‘,ﬁ
g

Dans le cas d une profondeur finie h, la fonction potentiel des vi-
tesses de la houle d Airy devient

(14 Q)I[M}I:): _ a.d-sr ch m, (z+h) cos(m, (x cosfh + ysinp)_o‘}:]

chm,

ou m est |a solution de |'equation suivante :

(19 m, thmh =k,

1.3 - PR NJ PALES NOTATI ONS

0 ; x.v:2)
(Oo; 0:)"0»30)

(015%1,¥152¢)

> >

+

lx,ly,lz
-+ -+ e
lXO’lYU’lZO
-+ - -+
e iy1e1zg

t

2

at

3

at1
&= -+
U=10U lx

-

W

)

SL

repere absol u

repere relatif

repére relatif noyen

vecteurs unitaires du repere absol u

vecteurs unitaires du repére relatif

vecteurs unitaires du repere relatif noyen

t enps

dérivation par rapport au tenps dans | e repere absol u

dérivation par rapport au tenps dans le repere relatif
noyen

vitesse de route du solide

vitesse du point O dans |e repere relatif noyen
vecteur rotation instantanée du solide

surface libre |inéarisée

surface de flottal son
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F fond
A anpl i tude de Ia houl e
g pul sation de |a houle incidente dans |e repére absolu
w pul sation apparente de la houle incidente dans | e repére
mobi | e noyen
k,m nonbre d onde de |a houl e incidente
h prof ondeur du fluide
g accel érationde | apesanteur terrestre
P masse vol umque du fluide
p pression au sein du fluide
¢ potentiel des vitesses total
¢ potentiel des vitesses de |a houl e incidente
b potentiel des vitesses de perturbation
% potentiel des vitesses de diffraction
¢J_ potentiel des vitesses de radiation unitaire dans |e node |
n nornmale unitaire a la frontiere du fluide dirigee vers
| e donai ne fluide
N, nornal e général i sée
n; nmouvenent géenéral i sé
F; torseur géneralise
Mij matrice nasse-inertie
MA; 3 matrice des nasses d' eau aj out ée
‘I‘Aij matrice des ternes d anorti ssenent
55 matrice des ternes hydrostatiques

\




Chapitre 2

MISE EN EQUATION DU PROBLEME HYDRODYNAMIQUE

Nous nous proposons ici de formuler le probléme aux limites en
établissant les équations qui régissent 1'écoulement hydrodynamique.

2.1 - REPRESENTATION ANALYTIQUE DU MOUVEMENT D'UN MILIEU FLUIDE

2.1.1 - Variables d'Euler

La méthode 1la plus fructueuse, en ce qui concerne l'étude des
écoulements hydrodynamiques, consiste 3 faire apparaitre les variations des
différentes grandeurs attachées 3 chaque particule au cours de son déplacement.

La descripticn compléte de 1'état du fluide parfait isovolume ne

nécessite que la connaissance de la distribution des vitesses en chaque point
M et a tout instant t. L'écoulement &tant irrotationnel, il sera totalement
déterminé dés que la fonction potentiel des vitesses sera connue.

Les coordonnées cartésiemnes du point M dans un repére 1ié i
l'observateur, et le temps t, constituent les quatre variables indépendantes

d'Euler.

2.1.2 - Dérivée particulaire

La variation temporelle d'une grandeur scalaire, vectorielle ou
tensorielle G(M;t) attachée d une particule fluide qufon suit dans son dépla-

cement par rapport au repére absolu s'écrit :

2. D G(M:E). 2 ¢Mm. V(M- ‘ﬁ; .
2.1 3tG(M,E)_3bG(ﬂIb)+ V(m,t).%)a 6 (M;t)

ol V désigne la vitesse absolue du fluide. Cetfe dérivée est appelée dérivée

particulaire.




2.2 - EQUATION DE CONSERVATION DE LA MASSE

Seit T un volume élémentaire de fluide 1limité par la surface fermée
S dont la normale extérieure sera notée 1.

Le flux de masse traversant S doit compenser la variation par unité
de temps de la masse volumique du fluide inclus dans T, et éventuellement
1'apport de masse dii i des singularités de débit volumique q situdes dans le
volume €lémentaire.

Le bilan massique se réduit, aprds transformation de 1'intégrale de
surface en une intégrale de volume et 1'identification des intégrands, 3 1'équa-
tion (2.2).

(2.2) div[plsa Vou0] 4 2 g = 22 plie) qUu;e)

En absence de singularités au sein du fluide, et compte tenu de 1'hy-
pothése du fluide parfait isovolume, cette équation se réduit 3 :

. i
(2.3) div V{M;E) =0
Puisque l'existence d'un potentiel des vitesses permet d'écrire :

(2.4) V(M;t) = ‘@”qﬂﬂ;b)

1'2quation de la conservation de la masse se traduit par l'équation de Laplace :

(2.5) AdME) =0

2.3 - EQUATTON DE LAGRANGE

Ecrivons qu'il y a 3 chaque instant €galité entre la variation de la
quantité de mouvement 4d'une particule fluide &lémentaire de volume T, et la
somme des forces extérieures qui lui sont appliquées (forces volumiques et
forces surfaciques). Nous obtenons, compte tenu de 1l'hypothése du fluide par-
fait isovolume, l'équation d'Euler :




. d_V(ME) - A .
(2.6) 4 (M;E) = q{ﬁ'a‘(n) _FWP(H,E)

expression dans laquelle J(M) désigne le potentiel des forces de pesanteur
(TM) = - gz). '

Remplacons le premier membre de 1'équation (2.6) par son expression
tirée de la formule d'Helmoltz :

(2.7) dViny = V(ne]+_c¥ﬁ'vmencé7 V(4560 , Vs )
d

en ne retenant que les termes compatibles avec 1'hypothese de 1'écoulement
irrotationnel. Il vient :

(2.3) 9V(m-;+1 ?i'a'vme %E'T(nn_cj‘fa’a}(“;.o

La permutation des dérivaticns spatiales et temporelle du premier
terme et le remplacement de (M) par son expression, puis l'intégration par
rapport aux variables <'espace conduisent 3 1'équation de Lagrange :

L
(2.9) 2 ) AVIME 4 gz, Ak =
9&¢ + p +E2 4 f P(M;E)

I1 convient de noter que nous devrions avoir une fonction du temps
dans le second membre, mais.que le potentiel des vitesses n'étant défini qu'a
une fonction temporelle additive prés, celle-ci peut &tre choisie identigue-
ment nulle.

2.4 - CONDITIONS AUX LIMITES

D'aprés le résultat du paragraphe 2.2, la fonction potentiel des
vitesses satisfait en tout point du domaine fluide et 3 chaque instant 1'équa-
tion de Laplace. Il nous reste donc, pour définir coaplétement le probléme 3

résoudre, d exprimer les conditiens aux limites.

2.4.1 - Condition sur les frontiéres indéformables

La comosante normale de la vitesse relative du fluide le long
d'une frontidre solide indéformable et étanche doit €tre nulle. Il s’ensuit



~ 14 -

que la composante normale de la vitesse absolue du fluide est égale, en chaque
point de la frontidre et 3 tout instant, 3 la composante normale de la vitesse
d'entrainement du solide :

(2.10) 2 pinel = Y (008
on

2.4.1.1 - Condition de glissement sur_le fond

Le fond, supposé plan et horizontal, a pour équation
z = - h et sa normale est portée par 1l'axe 0z. La vitesse d'entrainement du
fond &tant nulle, 1l'équation (2.10) devient :

(2.11) 2 pmp a0
= Za-h

2.4.1.2 - Condition de glissement sur_la caréne

Dans le repére absolu, la vitesse de chaque point M
-
s'identifie avec la vitesse d'entrainement T+ W+2aa OM. Il vient alors :

(2.12) 2 ot [T+ WoR,GR]T

2.4.2 - Condition de surface libre

D*aprés 1'hypothése (H-4), nous pouvens écrire que la dérivée
particulaire de la pression est nulle en tout point de la surface libre qui
est la surface fluide d'dquation z = f(x,y;t).

(2.13) S pin $VB. ﬁ;(n;e; -0

z=F(xy;t)

En remplagant, dans cette formule, p(M;t) par son expression issue
de 1'équation de Lagrange (2.9), nous obtencns l'équation de surface libre qui
s'éerit

(2.14) ¥ $(M-B _d(M:t) 49 Yz(H 4 vimt) V{zﬂ th=0
2.7 M- — s < ; = 184 it} =
b8 g'?zﬁN 8+ ZY i+ 2 VI, ;

Z:F{X,Y}&’

la fonction £(x,y;t) est alors définie implicitement par l'équation (2.15)
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(2.15) fooyithe A p0eB o4 bt - 4 vy
S TR AR T PP YR

L'hypothése (H-5) nous permet de linéariser ces deux équations
et de les afficher sur la projection SL de la surface libre sur le plan d'égua-
tion z = 0. Nous écrirons simplement :

L
(2.16) 2 oM+ b =0
* 8"32 sL
(2.17) fxy:H = o) A 2 oup
bt =g PR -2 20 1

Nous remarquons que toutes ces formules sont écrites dans le

repére absolu, et qu'il suffit pour les écrire dans le repére mobile moyen
* ' - * -4 . a - a 1 T - a
de substituer 1l'opérateur différentiel 3?? U EE; i 1'opérateur .

2.4.3 -~ Comortement 3 1'infini du potentiel des vitesses

Soit ¢5(M;t) le potentiel de perturbation obtenu en dtant le po-
tentiel de la houle incidente au potentiel des vitesses total. Quand le point
M s'éloigne indéfiniment du corps perturbateur, ¢P(M;t) deit étre continue et
tendre vers z&ro ainsi que ses dérivées spatiales du premier et du deuxiéme
ordre. Le seul potentiel des vitesses 3 1'infini est donc celui de la houle
incidente. Nous dirons que la fonction potentiel des vitesses de perturbation
est réguliére 3 1'infini, et nous écrirons pour M restant dans le dcmaine flui-

de :

2.18 lim M) - P (M;E)] 20
(2.18) L [ o M;6)]

Dans le cas particulier o la profondeur est illimitée, nous

aurons de méme

2.19) lim [ d4;t) - & ;0] = 0

L - =X

relation qui reste vrale pour ¢(M;t) puisque ¢I(M;t) la vérifie par définition.
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2.5 - FAIBLESSE DU MODELE DU FLUIDE PARFAIT - MODELE DU FLUIDE PRESQUE PARFA:I‘

La perte d'information inhérente 3 1'hypothése du fluide parfait (H-:}
introduit des sclutions mathématiques parasites liées au caractdre non visqueux
du modéle. Ces solutioms qui n'ont aucun sens physique peuvent &tre éliminée:.
au moyen d'une condition de radiation 3 1'infini scuvent appelée condition de
Sommerfeld.

Cette contrainte supplémentaire s'exprime simplement dans le cas du
probléme de la résistance de vagues en eau calme, en &crivant que le fluide
n'est pas perturb& 3 l'infini amont, et dans le cas de la diffraction-radiation
3 nombre de Froude mul, en supprimant les ondes de gravité@ régressives générées
i 1'infini.

Dans le cas plus complexe de la diffraction-radiation 3 nombre de:
Froude non nul, la condition de radiation 2 1'infini n'est pas aussi évidente
en raison de la diversité des systémes d'ondes de gravité qui apparaissent.
Nous avons donc préféré ne pas introduire de solution étrangére au phénoméne
étudié, en conservant qualitativement le caractére dissipatif du fluide au
moyen d'une constante de temps £ que nous ferons tendre vers :€rc aprés aveir
déterminé la solution cherchée. Ce procédé classique est un artifice mathéma-
tique qui prend en compte le caractére progressif de la mise en mouvement du
fluide physigque et de la propension de ce dernier 3 évoluer vers un état
d'équilibre statique lorsque toutes les perturbations ont cessé.

A cet effet, nous introduirons dans l'équation d'Euler (2.6) un ter-
me dissipatif proportionnel 3 la constante de temps £ et 3" la vitesse au sein
du fluide. Le modéle de fluide dotéd du seul caractére qualitatif de la dissipa-
tion a requ le nom de fluide presque parfait. Son originalité consiste 3 ne

plus faire apparaitre le modéle du fluide parfait comme indifférent 3 toute
viscosité, mais comme la limite d'un fluide dissipatif.

L'utilisation du fluide presque parfait n'a jamais posé de probléme
de légitimité dans la mesure ol les résultats obtenus par son intermédiaire
coincidaient avec ceux fournis par le modéle du fluide parfait et une condi-
tion de radiation d 1l'infini. Une alternative se présente alors i nous : don-
ner a priori une justification 3 1'emploi du medéle du fluide presque parfait,
ou bien montrer a posteriori que le tri réalisé par 1'introduction de la cons-
tante de temps est compatible avec un critére physique qui représentera la
condition cherchée. Nous avons développé notre investigation dans ces deux

voies.
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Nous montrercns dans le septiéme chapitre que la condition de radia-
tion 4 1'infini s'exprime trés simplement dans le cas général, et que les deux
conditions pour les probiémes de Neumann-Kelvin et de la diffraction-radiation
d nombre de Froude nul en sont des cas particuliers.

Avant d'aborder la justificaticn a priori, nous &tablirons les équa-
tions qui régissent les écoulements hydrodynamiques pour le modéle du fluide
presque parfait.

2.6 - CONDITION DE SURFACE LIBRE POUR LE FLUIDE PRESGUE PARFAIT

L'équation de Laplace et les conditions aux limites précédentes res-
tent valables 3 1'exception de la condition de surface libre qui doit étre
modifiée.

Un raisonnement analogue 3 celui que nous avons développé au para-
graphe 2.4.2, mais fondé sur 1'équation de Lagrange (2.21) issue de 1'équation
d'Euler modifife, qui s'écrit :

(2.20) d V[Hk) . q@’if‘ afﬁf,],(n-,a)-zz'v'(n.,:.-)
¢

(2.21) 3 q:ui:)+ V(Mb)+ gz +F'P(”i'=)+”¢{"it’=°
¢

nous permet d'obtenir la nouvelle condition de surface libre linéarisée :

(2.22) ¢(M 1:)+Z£_¢(Hb V oy ?- q:-(m E) =
3

3 sL

- JUSTIFICATIONS DE L'EMPLOI DU MODELE DU FLUIDE PRESCUE PARFAIT

Quelle que soit la justification qu’on veuille donner 3 1l'utilisation
~ du fluide presque parfait, elle ne peut que reposer sur des arguments d'origine
physique puisque la condition de radiation 3 1'infini ne fait que traduire la
conformité de la solution obtenue 3 la réalité physique par élimination des

solutions aberrantes.
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Deux possibilités s'offrent 3 nous. La premiére consiste(1) a mon-
trer 1'équivalence des formnulations, en ce qui concerne le régime établi,
obtenues au moyen du fluide presque parfait d'une part, et du fluide parfait
modélisant une mise en mouvement progressive et sans dépassement d’autre part ;
elle a été développée par P. GUEVEL /HY-14/, et met en évidence la nature de
constante de temps de e. Le seconde est liée 3 1l'analyse des transitoires at-
tachés aux régimes établis pour les modéles du fluide presque parfait (¢ > 0),
du fluide parfait (e = 0) et du fluide "catastrophique' (¢ < 0) ; elle présente
la particularité de mettre en évidence le mécanisme de la faiblesse du fluide
parfait.

Cette deuxiéme méthode montre que, contrairement aux problémes régis
par des équations différentielles linéaires du deuxiéme ordre 3 coefficients
constants pour lesquelles le régime &€tabli ne dépend ni de l'existence ni du
signe de € et donc pas du sens physique du transitoire, les régimes &tablis
correspondant aux phénoménes régis par des équations différentielles lin€aires
du deuxiéme ordre aux dériv@es partielles sont intimement 1liés 3 1l'existence
et au signe de la constante de temps et donc au sens physique du transitoire.
"En effet, le traitement des &quations aux dérivées partielles se raméne i
celui des dquations ordinaires au meyen 4'une transformation intégrale, et si
la présence du temme ¢ ne change rien 3 la solution dans 1'espace transformé,
elle est fondamentale lors de la transformation inverse puisqu'elle permet
alors de situer la position des pbles par rapport & l'axe réel, ce qui condi-
tionne le résultat d'une intégration par la méthode des résidus. Il résulte de
cela que les trois solutions établies (e > 0, £ =0, ¢ < Q) ne sont pas 1li-
néairement indépendantes ; celle obtenue au moyen du fluide parfait est la
demi somme des solutions correspondant aux mod&les des fluides presque parfait
et catastrophique . Les transitoires permettent alors de trancher puisque
celui du fluide presque parfait est &vanescent, celui du fluide parfait per-
siste éternellement mais demeure fini, tandis que celui du fluide catastro-
phique croit indéfiniment et ne saurait donc représenter un phénoméne physi-
que amorti.

I1 est donc clair que dans l'étude des phéncmeénes qui se manifestent
en hydrodynamigue linéaire, une attention particuliére dcit &tre apportée a
priori au sens physique du transitoire ou a posteriori au sens physique des

solutions obtenues.

-

(1} Une variante de cette méthode consiste d établir la fonction de Green du
probldme par ces deux wméthodes et de constater 1'équivalence des deux

formulations.
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2.8 - RECAPITULATION DU PROBLEME AUX LIMITES

La résolution du probléme de la diffraction-radiation 3 nombre de

Froude non nul se réduit, moyennant les hypothéses que nous avons consenties,
d la recherche d'une fonction potentiel des vitesses, solution d'un probléme
aux limites qui peut &tre indifféremment exprimé dans le repére fixe ou dans

le repére mobile moyen.

2.8.1 - Potentiel absolu exprimé dans le repére fixe

| A¢(n;-e)=o ¥Med
T gt 4 26 2 0imb + g2y =0 vMesL
** P13 ry:
2.23 W MB_d (M) = 0
(2.23) e (i) - ¢ (M;0)] ¥MeD
oMb =0 M F
92
.;’._ P48 = V()0 | YHee
n

Dans le cas ou la profondeur du fluide est illimitée, la quatrié-
me équation est supprimée, la troisidme condition étant alors suffisante.

2.8.2 - Potentiel absolu exprimé dans le repére mobile moven

Adint) =0 YHMeD

ER L )
T oM. 20 2 pimit) 4 Ul% bim; )

1 3!'-,;1', 1
3 , 2 . P B =
(2.24) +287§E. d{m:t) - 2ua,§‘¢(m,e-)+ g g_z‘cp(lﬂ,l:) =0 ¥ Mg SL
lim (o8- p M) =0 YMe D
oMl —- o
9 dMb) =0 YMeF
pry
2—.@{“”3) = -\7;(”;':)-?; YMe

on
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Dans le cas d'une profondeur illimitée, la quatriéme équation
est supprimée, la troisiéme condition &tant alors suffisante.

2.9 - DECOMPOSITICON DU PROBLEME DE LA DIFFRACTION-RADIATION

Le potentiel des vitesses de la houle incidente vérifie, par cons-
truction, toutes les conditions précédentes hormis la condition de glissement
sur la caréne. Le potentiel de perturbation doit donc satisfaire les quatre
premiéres conditions ainsi que (2.25).

- o
n n

a ) - 9 . bty ;.ﬁ
(2.2%) .a;zbr{n,e) = U.n _ _a?q;z(n,e)q- {w+1.0m]

L'hypothése de linéarité nous permet alors de décomposer le poten-
tiel de perturbation en une somme de plusieurs termes par application du

%)

principe de superposition des divers états

Le terme U.n caractérise le probléme de Neumann-Kelvin /HY-1Q/ dont
le potentiel des vitesses ¢W(M;t) engendre des efforts constants qui modifient
l'assiette et l'enfoncement moyen par rapport 3 1'état d’équilibre statique,
mais n'induisent pas de mouvement autour de la position moyenne. Le probleme
de Neumann-Kelvin et celui de la diffraction-radiation sont découplés.

Le terme - 5%-¢I(M;t) caractérise le probléme de la diffraction dont
le potentiel des vitesses ¢D(M;t) s'ajoute au potentiel de la houle incidente
¢I(M;t) pour engendrer des efforts d’excitation sinusoidaux 3 la pulsation de
rencontre w. En théorie linéaire, ces efforts dépendent de la position moyemnne
du selide, mais pas des oscillations autour de cette position.

Ainsi excité i 1a pulsation w, le solide indéformable ne peut qu'os-
ciller sinusoldalement 3 la méme pulsation. Les six amplitudes et les six
phases de ces oscillations (dans les six modes) constituent les douze incon-
nues qui ne seront déterminées qu'en résolvant 1'équation de Newton. Une dif-
ficulté apparait ici, puisque la connaissance des vitesses d'entrainement dans
chacun des six modes est nécessaire pour déterminer le torseur des efforts

{1) La condition de glissement (2.25) é&tant appliquée sur la position moyenne
de la caréne, et non sur sa position réelle ia chaque instant, il n'appa-
rait ici aucun couplage entre U et les oscillations. Des termes correctifs
peuvent &tre introduits en remplagant ;'par 3‘+§'A a ainsi que nous l'avens

développé dans la premiére annexe.
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hydrodynamiques. Cependant, 1'hypothése de linéarité nous permet d'écrire le
torseur des efforts de radiation sous la forme d'une fonction linéaire des
douze inconnues, et donc de résoudre 1l'équation de Newton en ne traltant au
préalable que les six problémes de radiation pour des amplitudes unitaires et
des phases nulles. Le caractdre sinusoldal du probléme pemmettant d'en déduire
ensuite les six solutions pour des amplitudes unitaires et des phases en qua-
drature avec les précédentes, ce qui nous donnera bien douze &quations.

Nous sommes donc conduits 3 résoudre sept problémes relatifs 3 la
diffraction d'une part, et 3 chacun des six modes de radiation pour des ampli-
tudes unitaires et des phases nulles d'autre part.

2.10 - POSITION DU PROBLEME DE LA DIFFRACTION

La résolution du probléme de la diffracticn se réduit 4 la recherche

d'une fonction potentiel des vitesses ¢D(M;t) qui vérifie les conditions sui-

vantes :
( A¢I(n;e)=o , VMed
P b imi) o 1€ 9 ) )
;E,;#)(".EH sg_k¢)(n,b}+g-§;¢){a;ti =0 YMeSL
(2.26) fim (Mt < 0 YMed
oM+ o
2 b (Mb=0 YMeF
oz b
2 (n-t:.-i. M:£) . YMel
R htee

2.11 ~ POSITION DES PROBLEMES DE RADIATION

La résolution du probléme de radiation dans le mode j(j € [1,6]) se
téduit 3 la recherche d'une fonction potentiel des vitesses ¢j(M;t) pour un
mouvement forcé dont la vitesse a une amplitude unitaire et une phase nulle,

telle que :




(2.27)

avec .

(2.23)
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A ¢'J [";*-') =20

d bk, £2 b 2 p(mb)=o0
éT:'Lq?J( it 4 -ﬁ%( B+ gal 4’3(“, )

lim q) [Hit) =0
oMl d

3 $(mipao
2z Y

2 4.ty s V(M0
"c)nd,J(H’ J{’) "

— - o
ij (M)« (‘J- AOM) cosub
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Chapitre 3

MISE EN EQUATION DU PROBLEME MECANIQUE

Nous nous proposons ici de déterminer les différents termes interve-
nant dans 1'équation de Newton qui gouverne le comportement oscillatoire d'un
flotteur.

3.1 - APPLICATION DU PRINCIPE FONDAMENTAL DE LA DYNAMIQUE

Le principe fondamental de la mécanique newtoniemne stipule 1'équi-
valence, 3 chaque instant, entre le torseur des forces d'inertie et le torseur
des efforts extérieurs appliqués au systéme considéré.

Ce dernier est la somme de deux termes dont l'un traduit les efforts
de pression exercés par le fluide sur la caréne, et l'autre les forces de gra-
vité,

Nous analysercns, dans les paragraphes qui suivent, les différents

éléments qui composent ces torseurs.

3.2 - TORSEUR DES EFFORTS D'INERTIE

La vitesse 3(P;t) et l'accélération ?(P;t) caractérisant les oscil-

lations du corps s'écrivent en chaque point P du selide :

=

Pl

(3.1) V(P;t) = W +L,0P
(3.2) Y(B6) = W +H,07.5,00

Les points O, et P étant 1iés au mobile, la dérivée temporelle du

- - -
vecteur OOP s'écrit
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(3.3) 0p =.4,0r

L'application du double produit vectoriel perﬁet de transformer 1'ex-
pression {3.2) qui devient :

——p

- —— - - -
(3.4) ¥l =W+ 0,07+ 3 (H.03) - £ G2

L]

Le torseur des efforts d'inertie défini par les relations (3.5) et
(3.6) peut donc &€tre exprimé en fonction des vecteurs W, 2 et de leurs déri-
vées temporelles.

-

(3.5) Flo = || Y20 dm
(3.6) - 0% T dm

3.2.1 - Expression de la résultante

En remplagant dans (3.5) ?(P;t) par son expression tirée de (3.2)
et en tenant compte de l'égalité (3.3), il vient apreés intégration :

=An b )

(3.7) F{b)gm[‘W-+\-ﬁ.n G+Hh(.§‘£, 6)]

* »

ol m désigne la masse du solide et G son centre de gravité.

3.2.2 - Expression du moment en 0,

Remplagons dans (3.6) ?{P;t) par son expression obtenue en (3.4)
et développons en fonction des coordonnées du point courant P, il vient :

o
-

(3.8) M) ='m[0.‘anr’:] + KJ]J[‘:*Y:* zf] dm . 6} (x, 'c.}'xf y‘.fl7.+2. 'h'x..i‘i“‘

- AR, vy, R, 2,0, Yo
JN : )

L}
[ 3
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L'introduction, dans le second membre, du terme identiquement
A N
nul @ A J:U (x g + zoj  dn conduit 3 la nouvelle forme {3.8) du moment en
O L]
o}

(3.9) U%ﬂ:) m[:-& ]+ [(x:'wfq.zf)z -(X,.El,.-l-y. .le‘+ z,hzo)aﬁ’]dm
.

+L1a [(x:'“ff*zf)-h” -(X.-D-.,w,n-.,_fz..n.zja:f]dm

3.2.3 - Forme matricielle du torseur d'inertie

En développant les produits vectoriels 2 A 0 P, Q A O P et
O GA W et en ne conservant que les termes linéaires par rapport é W et n
le torseur des efforts d'inertie s’'écrit sous la forme suivante :

F® M OF1Mw
(3.10) ]
p R I I
A1) T il)LA

avec :

m O O v} mz06 """fac
= 3
M. | 0o m o T = -mZ, 0 m K,
0 0 m my.s -mx,. 0
r fadod o e
(RSP I | | PV PO | | PR
ool ool el o)
~ee e ("
4
1. || %y, dm [I}+Z}]Am vz, dm
ool Juid VA
.-r-p ol
Y xz,dm ..J:Uy.z‘ dm (xrey¥] dam
X dJJ -

ool 4

Les oscillations autour de la position moyenne é&tant de faible
sab
amplitude, et les éguations du mouvement ayant été linéarisées, Q peut s'écri-
Te :



ol i -

(3.11) H: A% coswt + B st

expression dans laquelle ‘5* et Eﬂ sont des vecteurs qui ne dépendent que de
la pulsation et du nombre de Froude.

I1 est alors possible de définir un vecteur &longation angulaire
il
8 par la relation suivante :

' f
22 wo

b
§

(3.12) ;

De méme, nous noterons A le vecteur translation défini par la
relation (3.13} :

- -

(3.13) A=W e Wiawh ; W L _gA”

3.3 - DECOMPCSITION DES FORCES DE PRESSION

L'équation de Lagrange (2.9) fournit une expression de la pression
en chaque point du fluide (expression qui ne tient pas compte des forces de
propulsion s'exercant sur les hélices) qui s'écrit en ne tenant compte que des
termes linéaires : '

(3.14) p(MB) = —pgz - 9%4’(";%)

Le torseur des efforts qui en résulte est obtenu en intégrant la
pression sur toute la caréne :

(3.19) Fozpg ||z7ds & p || Zomb 7 ds
udc .u.-c?t'
rd i - T —
(3.16) dfﬂ(th?g' 20M,ndS P 2 oMb OM, 7 ds
e “"‘C%

Le changement de signe provient de la définition de la normale qui

est extérieure 3 la caréne.
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Le torseur des forces de pression est ainsi décomposé en deux termes.
Le premier ne dépend, aprés linéarisation de la surface libre, que de la posi-
tion du flotteur, il prend en compte les efforts de rappel hydrostatique. Le
second torseur dépend linéairement de la variation temporelle de la fonction
potentiel des vitesses, il traduit les efforts hydrodynamiques.

3.4 - TORSEUR DES EFFORTS HYDROSTATIQUES ET DES FORCES DE GRAVITE

Nous exprimerons le torseur des efforts hydrostatiques en considérant
que le flotteur a €té légérement déplacé par rapport 3 sa position d'équilibre
statique sur un plan d'eau calme. Les éléments de réduction du torseur hydro-

statique s'écrivent :

(3.17) ﬁa=9g z?® ds
udc

(3.18) Jﬁa=eg 2 OM, 7 ds
dJc

Appliquons la formule du gradient 3 la résultante et celle du rota-
tionnel au moment en Oo’ en considérant l'ensemble du volume immergé T iimité
par la caréne C et la flottaisen SF. Il vient alors, en tenant compte de
1'identité rot O;P =0 :

(3.19) ﬁwzfgi dr
u-dt

(3.20) MB=gg |I|T,00747
J.JJ.C

I1 est commode, afin de ne considérer que les variations par rapport
3 1'équilibre statique, d'inclure les forces de gravité dans le torseur hydro-
statique. Pour cela, nous désignerons par T, le volume immergé dans la position
d'équilibre statique, et nous &crirons le torseur des efforts de pesanteur sous

la forme suivante :



(3.21) Fo = _pgtT,
brod JE_—
(3.22) M= og T, 55,0,

La somme de ces deux torseurs devient, en d€signant par At la diffé-
rence T -7, par Q) la position liée au flotteur du centre de caréne Q, de
1'état statique, et par Q le centre de caréne dans 1'état déplacé :

(3.23) Fib =~ pgaTi,
(3.26) - - pgT, q6,1, + YS'?MJH OF dr
- At

Nous exprimerons 4T en écrivant successivement T et T dans le repére
mobile. Soit z, = g(x,,y,) 1'équation de la caréne (relation qui n'a pas d'ex-
pression explicite dans ie cas général), le volume immergé & 1'égquilibre stati-

4T ._.ﬂ U iz, ]dx,d'f. = ..J]’ §ix,v.) dxdy,
SF,

§F, g (%%

que est :

oo

T,

Dans sa position actuelle, la caréne a pour flottaison SF, et le plan
de la surface libre a pour €quation dans le repére mobile :

(3.26) Z,2-A; -Y,8 +x0,

d'ol, en notant SF‘;; la projection de SF sur le plan contenant SFO, et en remar-
quant que la surface SFO-SFé est, du fait de 1'hypothése des petits mouvements,
du deuxidme ordre devant SFo :

(3.27) T- _J] g(x,,Y,) 4%, dy, ..J][Az.4. Y, Or...x,e‘] dx, dy,

5% SF,
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At s'écrit donc finalement

(3.28) AT = Az. SE + Gx. H Y, Jx.dy. - 97 ﬂ x'dx.aly.
SF s,

Nous exprimerons de méme 1'intégrale de la formule (3.24) :

o
(3.29) Mcﬁ dT .-.ﬂ U@"r dz, ]d:.dy.
AT SF, --At'-,;ex.u,en

qui s'écrit aprés intégration en z, et en ne conservant que les termes du pre-
mier ordre :

- o P .
(3.30) ﬂ]’o,? dT= | A, lixdudy, + 8 Xy, dxdy, - °, Xt dx, dy, ]T}".
. AT L “"SF, ...US.F. JJS.F’
B e r r
A dcdy, ¢ 6, yrdedy, -8 x,y,dx,dy,]i
TSR sr. “UsF,

L'hypothése des oscillations de faible amplitude nous permet enfin
de confondre les vecteurs de base du repére mobile avec ceux du repére mobile
moyen qui sont &galement ceux du repére fixe, et d'écrire :

avec 5:6: Q-G -';;

(3.31) Q

Nous obtenons donc finalement 1'expression matricielle du torseur des efforts
hydrostatiques et des efforts de gravité dans le cadre d'une théorie linéaire :

F k) 3 077
(3.32) o |=-
M ® rJLEJ

avec




0 0 0 0 0 0
§ =90 Q G ii = Q 4] 8]
0 0 fgsF P gJJY' dxdy gg-ﬂx,dx,alq. )

~ . LS SF,

g [7.‘, al' +ﬂy:- dx, dt{‘:‘ - P S'J’j’x,y' dx,dy, 0
SFe S7,
- esfﬂ Xy, dx.dy, ig-['r.G_Q. +ﬂx.‘dx.4y.] 0
5 s,

Fl

oY
"

Q 0 0

3.5 - DECOMPOSITION DU TORSEUR DES FORCES HYDRODYNAMIQUES

Le torseur des efforts hydrodynamigues est défini par les éléments
de réduction suivants :

(3.33) Flvy = p JL¢{Mjk)?ds
Jw

(3.34) Mior= ¢ [ltﬂn;k) oM n diS
o

Nous avons montré au paragraphe 2.9 que le probléme de la diffraction-
radiation peut &tre décomposé grice 3 1'hypothése de linéarité. Nous écrirons
donc la fonction potentiel des vitesses sous la forme suivante :

¢
(3.35) it < & (4t + _(M;H) 4 E ¢ (k)

J:1 Rj

ol -ﬁR‘(M; t) désigne le potentiel absolu de radiation pour 1l'amplitude et la
phaseJde la vitesse du solide aprés résolution du probléme.



Le torseur des efforts hydrodynamiques peut alors &tre décomposé en
trois parties que nous allons analyser successivement.

3.6 - TORSEUR DES FORCES DE FROUDE-KRILOV

On désigne sous le vocable de forces de Froude-Krilov les efforts
dus 3 la houle incidente non perturbée. Le torseur correspondant s'écrit :

(3.36) FiB = Pﬂ[ﬁi& ¢ (ME) 7 dS
- | PR
(3.37) LICE ¢ };%(p:(n_t) OM,» 48
¢

Nous avons choisi au paragraphe 1.7 le modé&le de houle incidente
d'Airy qui a pour expression dans le repére fixe, dans le cas d'une profondeur
illimitée :

.38 ) o 28 Kz 9 ot + mal-
(3.38) %Wﬁ--?_e gosk, (x P ys @ fq

En effectuant le changement de variables adéquat, nous obtenons dans

le repére mobile moyen :

L4 .
(3.39) %[Mib) - mar_g' e lios[k. (x“mf; *YAS'"F)" (v. Uk,c.as[z)b]

La pulsation de rencontre w a donc pour expression :

(3.40} W= oo Uk,wsP

A chaque couple (w,8) correspondent deux, une ou zE€ro pulsations réZzlles abso-
lues ¢ qui sont les solutions de 1'dgquation du second degré suivante :

(3.41) v Yo _rew ozo0
g




La figure (3.a) représente en coordonnées polaires les solutions v, (8) paramé-

trées en fonction de v, ol y_ et v désignent les nombres de Strouhal définis

o
par les relations (3.42) :

(3.42) g, . ZV.¥F 5 0.V 3F
g g
F est le nombre de Froude, ¢ et 5 sont les pulsations adimensionnelles.

Le torseur des forces de Froude-Krilov est obtenu en dérivant la
fonction ¢I(M;t) dans le repére absolu, puis en exprimant le résultat dans le
repére relatif pour 1'intégrer sur la caréne.

> .

> k. '
(3.43) F;{l:) = -apglle = sin [k,(xg.osﬁ +'f“.f;nf])- wk]n ds
Jdc
(3.44) aff;(t) = -apg ket sin {k, (xycarg * Y, - Wk 0.M o dS
JJG

Lorsque la profondeur est finie, la pulsation apparente est donnée
par l'expression (3.45) qui n'est pas explicite puisque m, est la solution de
1'équation (1.5}.

(3.45) W= oT. Um.coslg

Le torseur des forces de Froude-Krilov s'cbtient alors en remplagant
k.2 chm_(z.,+h)
0™1 071

par —?h—ﬁgﬁ_ et ko par m,.

dans les expressions (3.43) et (3.44) e
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COURBES v, (§) REPRESENTANT EN COORDONNEES POLAIRES ET EN FONCTION DU PARAMETRE
v LES SOLUTIONS DE L'EQUATION s2cesg = v, +» =0 -

F est le nombre de Froude; & et ¥ sont adimensionnalisés par rapport & L.

casf > 0 Jk cosB < 0

/"




3.7 - TORSEUR DES FORCES DE DIFFRACTION

Le torseur des forces de diffraction est défini par les relations st.-

vantes :
. _ ]
o:.@ G FL& g BTds = E"ﬂc _;"Eda)lmit) -U g;‘%{n;l:)d T as
o [ - 3 T
(4.47) CE e‘[g;f @ i) OMAF ds = gﬂc _'atﬁ’ ) — ug_x.‘ (n;u‘ AT dS

Le potentiel de diffraction étant ume fonction sinusoidale du temps,
nous pouvons €crire les expressions précédentes sous la forme suivante :

- ]

AL =+gj wgm) g;gM'?M
(3.48) ‘ITC h -

e ) - g -
F® = ¢ L w%n“ﬂ %w)n“

o
x

oy " i < i -
M 2 H u%(ﬂ)_u_?_d)_)(n) Man ds
CI—

(3.49)

Ay B -
A . p H WG+ u ¢’E§) oM ds

L}

Leur détermination nécessite la résolution du probléme de diffrac-

tion que nous avons présenté au chapitre précédent.

3.8 - TORSEUR DES FCRCES DE RADIATION

Le torseur des efforts de radiation engendrés par un meuvement forcé,
dont la vitesse a une amplitude unitaire et ume phase nulle par rapport i la
fonction temporelie de base cos wt, est défini par les relations {3.50} et
(3.51) dans lesquelles j désigne le mode du mouvement.




(3.50) Flap || 2 o.(upmds

] r-«c%%( )
3.51 Moo 2o mo w7
(3.51) B ¢ ugtd’i( ;8 OH o ds

En explicitant la compesante suivant la direction i, en fonction du
potentiel ¢J- (M;t) décomposé sur la base temporelle, il résulte :

e
{

. ¢;(H)+ -g-g-— ‘g (H) } ws;uwt}

G50 Fpadp]] | g -v ¢ nds}
4

+=

"
j
(3.53) t){ )

Puisque cos wt et -w sin wt représentent respectivement la vitesse
et 1l'accélération du solide par rapport au repére relatif moyen, nous pouvons
écrire le résultat gé€néral des efforts de radiation sous la forme suivante :

¥ £ 1/ =
[cocpj (H}..Ug%; ct»j(r«i(o, B Vs

l
: |

9 U3 4 onifem T
q;J (M) 5 ;R%M— (O,M,\ ds}

fip W i
(3.54) a_|TA., - Ma..
- ] o 1) -t
A a o
avec .
(3.55) MA.. . _ [ (M) N ds
. euc ¢ 3 [A] Bx.‘¢ i
(3.56) TA Ny -
: TAG = | M:j(u)_ = ¢ (u) M. ds




Dans ces expressions, N, désigne la nommale généralisée définie par :

N.=n. Ve [4,3])

(3.57)

N'l - (6;?‘,\-;). 3 ‘l =3 [‘,l G]

Les &léments Mﬁi. sont les masses d'eau ajoutées {ou les inerties
ajoutées) et les &léments IAij sont les termes d'amortissement.

I1 convient de noter qu'il s'agit ici d'un amortissement dd 3 la
propagation vers 1'infini de 1'énergie radiée par le flotteur et véhiculée
par des ondes de gravité.

3.9 - TORSEUR DES FORCES DE PROPULSION

Nous avons fait allusion aux forces de propulsion sans pour autant
les faire intervemir dans la décomposition des forces de pression, ce que nous
devons justifier.

Le torseur des efforts de propulsicn est &quilibré par le torseur
des forces de résistance 3 1l'avancement qui résultent 3 la fois du probléme
de Neumann-Kelvin {résistance en eau calme) et du probléme de la diffraction-
radiation (résistance ajoutée).

Ces torseurs sont composés de termes constants, et de termes qui
sont des fonctiens sinusoidales du temps avec des pulsations multiples de w.
Puisque dans le cadre de ce travail nous ne nous intéressons qu'aux oscilla-
tions autour de la position moyermme dont la pulsation est w, il est licite
de n'introduire dans le bilan des efforts que les termes correspondant 3 cette
seule pulsation.

3.10 - FORMULATION GENERALISEE DE L'EQUATION DE NEWTON

Tous les €léments 3 prendre en compte pour appliquer le principe
fondamental de la dynamique ayant été explicités, nous pouvons désormais
écrire l'équation de Newton. Nous emploierons, pour ce faire, les notations
généralisées suivantes (fig. 3.b) :



hi(e) = Asla Je(1,3]
(3.58)

'[j(b) = 93_3{:.-) dely,6]

figura  3.b

et C.. les éléments de la

J ij
matrice d'inertie et de la matrice de rappel hydrostatique, et par F.(t) 1'élé-
ment généralisé du torseur (?(t)piﬂ(t)).

Nous désignerons respectivement par Mi

I1 vient alors en ordonnant les termes en fonction de n.(t) et de
]
ses dérivées temporelles :

359 e el e D= s
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Si nous séparons les termes en cos wt de ceux en sin wt, nous auron:

- - 17 % [ _* ]
) k)
A [M.'j'i'nﬁi‘jd‘i'ci:} W [ TAij:l llJ FI? +F‘D‘a
(3.60) =
N 7. ‘[ . HA.:]-} b R
(d[ 3 w M':‘r 13 C‘i IlJ FI': + >

-

Nous devons donc résoudre un systéme de douze &quations 3 douze in-
connues. Remarquons toutefois que, dans le cas d'un solide présentant une
symétrie par rapport au plan (Oo;xo,zo), ce systéme se découple en deux sous-
systémes de six équations 3 six inconnues qui sont relatifs aux mouvements
de cavalement, pilonnement et tangage pour le premier, et d'embardée, roulis

et lacet pour le second.



Chapitre 4

DISTRIBUTIONS SUPERFICIELLES DE SINGULARITES
CINEMATIQUEMENT EQUIVALENTES A UNE CARENE

DISTRIBUTION MIXTE DE GREEN ET DISTRIBUTION DE SOURCES

La détermination d'une fonction harmonigque dans un domaine ouvert
ou fermé et vérifiant des conditions de Dirichlet, Neumann ou Fourier sur
les frontiéres peut &tre réalisée par plusieurs méthodes.

Nous exposerons ici deux méthodes de singularités qui conduisent
chacune a 1a résolution numérique d'une &quation intégrale de Fredholm de
deuxigme espéce. La premiére met en ceuvre une distributidn mixte de Creen
(sources et doublets normaux), et la seconde une distribution de sources.

4.1 - DIFFERENTS TYPES DE SINGULARITES

4.1.1 - Distribution volumique‘de sources

Soit un domaine D limité par une frontiere S (éventuellement
repoussée a 1'infini) et p(M;t) une fonction définie dans D et sur S, continue,
bornée et telle que 1'intégrale (4.1) ait un sens.

(+.1) Mgy 4 dD(m
m;[’( ) ey 20

On appelle potentiel induit au point M par la distribution volu-
mique de sources de densité p(M;t), 1a fonction suivante :

(4.2) $(M;t) = ..i..Jﬂ p(Mit) L _ddiw)
LAV IMM']
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4,1.2 - Distribution superficielle de sources

Soit une surface S et o(M;t) une fonction définie sur S, continu: ,
bornée et telle que 1'intégrale (4.3) ait un sens.

(4.3) ﬂ aTw,e) A dsiw)
s nn

COn appelle potentiel induit au point M par la distribution super-
ficielle de sources de densité o(M;t) la fonction suivante :

(4.4) $ m;t) =__LJ'J‘:J'(M’;!:) A dsw
in s LTy

Cette fonction représente le potentiel de simple couche.

4,1.3 - Distribution superficielle de doublets normaux

Soit une surface S, S et S* deux surfaces infiniment voisines
de S, situées de part et d'autre et supportant respectivement les densités
superficielles de sources -g(M;t} et o(M;t). Le potentiel total engendré au
point M s'écrit : .

(4.5) @(n;t):-i.[ﬂa-(u‘;&)i s’y _ || o (wik) A dsim)
4n 5" MM - Jam’~1

5

Si le produit o(M:;t).M'M" admet une limite u(M;t) lorsque M et
M" tendent vers M suivant la nommale 1 i S (orientée de M vers M+), on appelle
rotentiel induit au point M par la distribution superficielle de doublets nor-
maux de densité uy{M;t) la fonctiom :

(4.6) "‘”"Lﬂ [H"t).?_[_!__] ds()
W5 s}‘ P TRITT

Cette fonction représente le potentiel de double couche.

4.1.4 - Discontinuités attachées aux distributions superficielles

Soit S une surface admettant un plan tangent au point M, le po=-
tentiel engendré par une distribution superficielle de singularités posséde
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des propriétés caractéristiques de la distribution. Nous désignerons par nla
normale 3 S en M orientde de M vers M (deux points infiniment voisins de M
de part et d'autre de S et situés sur la normale 3 §) et par ? un vecteur uni-
taire contenu dans le plan tangent § S en M.

4.1.4.1 - Distribution_superficielle de sources

$MTiE) - B(W3E) = O

9 \ 2 M-y 4 & (N
_@(H ,l:)-_'.'é{ ,E)... 3 (H’E)
(4‘7)

?.... M: b __?__ (M- =i _‘,b
2301) - 2 3y - 4 w(my

B HME) .2 F(Nik) e 0
‘38§ af_é( )

4.1.4.2 - Distribution _superficielle de doublets normaux

@(H"'}.E)_ Fim = ,_’;_ }‘(H:H
1) - g B - ’{ .
dm;t) - B(my) A M)

4.8 ?_ L ‘?- b=
(4:3) 288 - 2 31 = 0

2 ey _ 9 ) o 4 .
ﬁ-é(”‘ pb) - -‘ﬁ‘@‘n.&) - z }‘-{H-&)

Riv’

¢ . ? r ? .
TDE{S(H'B-_DE Mty .22 }dﬂ.l.-}

4
23

r‘



4.2 - EXPRESSICON D'UN CHAMP SCALAIRE DANS UN DOMAINE D LIMITE PAR UNE
FRONTIERE S

4.2.7 - Intégrale de Stieltjes

Soit D un volume limité par la surface S, et soit ¢(M;t) une
fonction définie, bormée et deux fois continlment différentiable par rapport
d M dans tout l’espace. La formule d'Ostrogradsky peut €tre appliquée dans
le cas d'un champ newtonien sous réserve d'attribuer 2 1'intégrale (4.9),
appelée intégrale de Stieltjes, 1la valeur -Q(M) $(M;t) obtenue en faisant le
produit de 1l'angle solide Q(M) sous lequel la surface orientée est vue depuis
M et de la valeur de la fonction $(M;t) au point M.

4.9) Jﬂ 3B 8, {i_i_.] dD i)
N LLY

4.2.2 - Troisiéme formule de Green

L'application de la deuxiéme formule de Green aux fonctions sca-
laires ¢(M";t) et

\ '1 i, i
(4.10) H[@{M (Wq)-_cp{n i£). _:ldsmzjﬂig{n £)4 (inn‘) 4 B, k}lm‘:ldb(n)

En extrayant l'intégrale de Stieltjes du second membre et en

permet d'écrire :

1l'explicitant, il vient simplement :

4.11) JA11ja an'a wi  dson 4 nt’?( )ds(u‘Jzi.o. ;
. "JJJ A ﬂ; A5 ﬂ.‘ﬂ anJrw @

4.5 - EXPRESSION D'UN CHAMP SCALAIRE HARMONIQUE ET REGULIER A L'INFINI DANS
UN DOMAINE NON BORNE

Soit D le domaine limité par les plans d'équations z = Q et z = - h
représentant respectivement la surface libre SL et le fond F, par la caréne C
gui coupe ou non la surface libre, et par la surface ¢ définie par un cylindre
de génératrices paralléles 3 Oz et de directrice le cercle de rayon R centré




en 0, et contenu dans un plan de clte constante.

La troisiéme formule de Green appliquée au domaine borné D, compte
tenu de ce que la fonction ¢ (M;t) est harmonique, conduit au résultat suivant :

4.12 4 A_as(w 9 '
(4.12) “ﬂ; J(m! L-)iqus(uj ﬂ {w't) i"(W )ds(m - — DM)gMy

Stucurul SLUCGUF VLI

Cette expression est issue de la formule d'Ostrogradsky et a donc
été établie dans le cas ol la normale est extérieure au domaine D. Nous pou-
vons changer le sens de cette normale en changeant simultanément les signes du
premier membre de 1'é&quation.

La fonction ¢(M;t) est réguliére 3 1'infini. Elle s'annule donc 2
1'infini ainsi que ses dérivées. Il s'ensuit que les intégrales ayant I pour
support ont une limite nulle quand R tend vers 1'infini. Il reste donc alors :

LY
SLUC UF

(4.13) H M A dswy _ ﬂ@(n‘ iy ( )dsw) =L aM M
49 jmnt 41
ﬂUCUF

Dans le cas d'une profondeur illimité&e, il est nécessaire de s'assu-
rer que l'intégrale sur le plan F tend vers zé&ro quand h c¢roit indéfiniment.
Cette condition sera vérifiée si la fonction potentiel décroit au moins comme

i

Teey quand 1a c¢Ote du plan F tend vers 1'infini négatif.
MM '

4.4 - EXPRESSION GENERALE D'UN CHAMP SCALAIRE HARMONICQUE ET REGULIER DANS N
DOMAINE NON BORNE

81 nous faisons un raisonnement analogue 2 celui du paragraphe pré-
cédent pour le domaine D' limité par la surface libre SL, la caréne C et
le plan F1 d'équation z = +h, nous obtenons :

(4.14) ﬂ ity A ds(n')_'i_UQ(n'ﬂa ( )ds(n'! = A A §my
W | faw MY n IMML 4

S'LUCUT-',, SLUCUFQ.

{1) $i la caréne est totalement immergée, il faut intreduire un troisidme
domaine D", et séparer SL et C.
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De méme, nous pouvons définir deux infinités déncmbrables de couples
de domaines (D_.,D'), D étant limité par les plans Fb et SLp de cftes respec-
tives [2p'-1)h et 2ph, et Dﬁ étant compris entre les plans SLp et F b1 Lors-

que p est €gal 3 zé€ro, les domaines Dp et Dﬁ ne sont autres que D et D',

I1 convient de remarquer que seuls les domaines D et D' ne sont pas
de simples bandes en raison de la présence de la caréne.

Les formules {4.13) et (4.14) peuvent &tre transposées aux domaines
D_ et D! en introduisant les fonctions harmoniques réguligres 3 1'infini
¢p(M;t) et ¢ﬁ(M;t).

La superposition de 1l'ensemble de ces résultats conduit 3 1'expression

générale suivante :

4J]3- (i) - B, b))i- ds(nh- r(@(ﬂ';k)-é'(ﬂ':&))j ( )ds(m
47 ] fon' M 1 '\ fMml
sty fLve
1ib 4 4 i r i 19 '
i) B(MiH)- ?(H E’)W ds(ﬂh— d(é(ﬂsﬁ)-a(n. )2 '(lnn' )ds(a)
F F
:Z: 1 ”ia 4 ( 2
1 il . , .
(4.19) +ﬂz'{ a5 1‘[m - q:[n 95.% ds(n):,_J 3 (i) - §{n t))g_”;(] H")dsm
Sly SLe
A B (el A dspn, A i) §' (02 Asm
Wﬂ;Gm @na” (h%‘ﬂm)§m%(wJ
Fp T
| ;.4?1. { am §[n;é)+n.’(n)§’(n;b}+£{nf(n) 3 (Mik) + 2 ) <§>_;(n,-&)}}

Dans le cas d'une profondeur illimitée, cette expression générale

devient plus simplement :

___JJ ({M ) M L-)) i ds() +A JJ(@(M&&)-b’MEt))g_(_i_)AS(M‘)
43 o ¢ '\ MM}

(4.16) ¢ SLee

- = [n () B(M;8) + ) B1; ta}
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4.5 - FONCTION DE GREEN

Toutes les fonctions que nous avons définies dans ce chapitre ont un
comportement temporel sinusoidal. Nous pouvons donc les projeter sur la base
des fonctions temporelles cos wt et sin wt. Nous affecterons d'un astérisque
les composantes de cos wt, et de deux astérisques celles de sin wt. La fonc-
tion potentiel sera donc écrite sous la forme suivante :

(4.17) Bt = 3 (M) cos w + 304 sim ik

4,5.1 - Cas de la profondeur illimitée

En introduisant la décomposition (4.17) dans la relation (4.16),
nous obtenons :

- Py

PRI (Q'(n')_ 30y oswb L2 (@*E{,-,_@"Eﬁ') sinwk | dspe)
n MM’
ve

) [Mm]
SLA

o -

4,18 4_ ' cos wk ' Uit Sin tl i
R
vg

= i. £.(M) é(ﬂ)-t- QMg i'(H))c.:.as wk + (.G.(H) Q*(;i /(Mg ?Hasiwtj}

vt
l“"

Soit gC(M,M' ;t) et g (M,M";t) deux fonctions hammoniques, défi-
nies pour M et M' appartenant au demi espace de cOte négative, born€es, conti-

niment différentiables deux fois par rapport 3 M et 3 M' et suffisamment régu-
liéres 3 1' tinfini (1,

(1) 8'il existe unme solutiocn i notre prebléme, non seulement elle doit 8tre
régulidre & l'infini de telle manidre que l'intégrale sur I soit aulle,
mais aussi de telle maniére que la contribution des intégrales sur SL

" soit finie. Cette comdition est d'ailleurs nécessaire pour qu'il n'y ait

pas de vagues générédes i l'infini ; nous verrons ultérieurement qu'elle
est bien vérifiée.
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Nous pouvons définir un prolongement de ces fonctiens pour M et
M' appartenant 3 D' au moyen des formules suivantes :

(4.19) g;(ﬁ’ﬁt;t)z g;fK’H';l:) ; g;(H,H*;t}.—. g‘s(”,M';E) Med . MeDd

(4.20) g MHGE = g (ma'b) MM = s (MNE)  Med 5 M

!

o

e

(4.21) g;(H,M‘;!:) = g;(ll,!l';t) g;(ﬂﬂ';!;’) z g;(N,H';é) Med' ; Me D

Expressions dans lesquelles N et N' sont respectivement les points symétriques
de M et M' par rapport au plan de la surface libre.

I1 vient alors en appliquant la deuxiéme formule de Green dans
le domaine D aux deux couples de fonctions fI:"!(l'»i'), gc(M,M' ;) et ¢HG\I'] ,
gs(M,M';t) :

{4.22) -J w@(a)g- (mast) - ® (n-)?_g-(u M, h)]ds(m -
. o

{4.23) - J

En appliquant la deuxiéme formule de Green dans le domaine D’
aux couples de fonctions fb"(M'), gc(M,M‘;t) et @'“(M‘), gs[M,M';t), nous
obtenons de méme :

E’-,C}(H'Jg'[““ £ - @(H')g -g. 1, M;t)} s = 0

ve

};f ' o’ J ]
(4.24) +J’ %-;Q(n)g'(ﬂﬂ t) - §(H)° - (M) ds(w) =
SLUe =
-
(4.2%9) +J’ __§ H')g‘(ﬂ M4 L @(MQ g-(H M L-) sy . 0
/ si‘uc

En faisant la somme, membre i membre, de 1'équation (4.18) et des
équations (4.22) 3 (4.258), i1 vient simplement :
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A 1102 | @y 3ty ll cos b, o (M-t ?_. oy Fomjlsinst | o (mme S ds(m)
-"“,J{“_"’ ¥ ﬂ[l ,,,,+g(,n e (F0- F el gt
sSLve

({[ I awl ol ' Sinwt . '
(4.26) +A %@{H’)-Q{HE%[C +g-(n‘,r-,c) [(M‘ @(n] [llnul g;(n,n,l:)i|}ds(ﬂ)

Luc

(_n{n) &' (M) + 2 (M) @’CL;) cos wk 4 (.o.(n) B+ f?\';) Sin n:b]

i b

s}-

Désignons par E1 la condition de surface libre telle qu'elle

est énoncée au deuxiéme chapitre :

(4.27) L= 4262, 22
blog 3t T

- 3 w
On appelle fonction de Green associée & la fonction 'l_\_cslfi‘ L
i

(respectivement 3 la fonction SiR 9% sour 1'opérateur £,, la fonction

gc{\{ M';t) (respectivement gs(M M';t)) définie précédemment et telle que

les relations suivantes soient satisfaites :

4.28) _A 018 0 - gt coset Bl B Gown (2. | s ut ol (s = 0

el i s oo
S1 _

1.2 A ‘ g [ sinwt ' VI R P . ) 0

(4.29) -‘!_‘JR' [(ﬂ) @{H)][SH“‘+g;{n,n,t)}_[¢{hl-§{r{l) [;[n::-t"g(” Lds(n)-o

su

L'expression générale de la fonction potentiel se met donc sous

la forme simplifiée (4.30).

" ‘ o ]
-:.LH% [@M‘} §{Mi[mut g-(u M) _[‘ﬂwl- GE’E‘!') :—, c!:::”— vy (M M4E) }dx{ﬂ')

4n tMme

4.3 4 ‘:l’_ Tl sinet ' VR el -S'm L' ]
(4.30) &“J]{?? ,[éi ) @(ﬂ’][ IHH'I-PS;(H’H'H‘ {@(M)-@(n )- !M:'! g;(HH £) }dsfn)

¢
% [(.Q.[H)@ (M)+ 2{H) §(H)) cos ut+(n(n)§m) » M) 3 {,.19 m“t]

J
I\.’)

)
.
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Nous déterminerons les fonctions de Green en écrivant que les
fonctions ¢(M;t) et ¢'{M;t) vérifient la condition de surface libre. Le pre-
mier membre de 1'équation (4.30) doit donc satisfaire cette méme condition,
ce qui sera réalisé que si et seulement si les équations suivantes sont véri-

figes.

- i
4.31 g, oot it =0
( ) 4 _IHH'! + g; i ] ®
4. sinut naet) | <0
(4.32) £1leﬂ+g;~(“,d=

En effet, seuls les termes contenant les fonctions de Green dépendent simuita-
nément de M et de t, et ils sont linéairement indépendants.

I1 convient de remarquer que les fonctions gc[M,M';t) et
(M,M’;t) sont alors liées entre elles par les relations suivantes :
s pa

(4.33) g (MHE) = g w) cos b 4 g (M) sinat

(4.34) g 8 =- g (M) sinat 4 g M) sinak

et qu'il nous suffira de déterminer gch,M‘;t). Désormais, nous nous affran-
chirons des indices ¢ et s en ne considérant plus que la fonction de Green
cos wt

associée 3 TFFFT_'

Notons également que les dérivées de la fonction de Green par
rapport 3 z et 3 ' seront identiques puisque les dérivées temporelles ne
dépendent ni de z ni de z' et que la fonction-jq%rm est symétrique. L'opéra-
teur E1 peut donc étre appliqué indifféremment par rapport 3 Mou a M'.

L'intérét de 1l'utilisation de la fonction de Green réside dans
la réduction du support d'intégration i un domaine fini limité 3 la caréme.

4.5.2 - Cas d'une profondeur finie

Lorsque la profondeur est finie, il est nécessaire de définir
deux séries de fonctions gcp(M,M‘;t) et gSP(M,M‘;t) telles que toutes les
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intégrales sur SLP et FP soient nulles. Elles se déduisent alors les unes des
autres par une translation de cOte 2Zph, et doivent &tre définies pour les
deux opérateurs L, et L, avec :

(4.35) L, 2% zs_.. 2
(4.36) £ -2
< 3z |p

Nous obtenons alors 1'équation suivante :

4 ”‘9 .‘ " st r, | _“ > cﬂ:mt ¢
-4 {_’:ﬂw)- Q{N)][.%ﬁ. .,.g;{n,n_lz) _?(n‘)-@(n&] Sy 3;(% 3) }dswl

» - )
I- * N f.J
24 {;_. ) . i isinat o ot q"(m-@‘?a?'}’ Sinut | oo, wt) i\ ds(m)
nr - Bs 1L on’ 5

inuq 5
(4.37)

- -
% { DM@+ AMEH - 1; -flf(Hl i;:(ﬂ) +.n.fr(n) é;’{"n)‘} cos wk

A1 o gy 2 a0 . 2o M)« () F (] sin
+m{ (M) $im)+ Uétn)_a-fez‘ :':LT(H) c}f(nnn?(nj @AP(n)J sinwk

4.6 - FONCTION DE GREEN MODIFIEE

L'opérateur L,, tel qu'il a &té précédemment défini, impose la
vérification de la condition de surface libre sur le plan de cOte nulle priveé
de la flottaison de la careéne, sans introduire de discontinuité sur la ligne
de flottaison. Dans le cas d'un corps flottant, la fonction de Green ne pourra
pas étre exprimée sous une forme générale puisqu'elle est dépendante de la
flottaison qui est une donnée du flotteur.

Nous utilisercns donc une autre fonction que nous noterons g'(M,M';t)
et qui sera déterminée en remplacant 1'opérateur il] par son extension £; 3
tout le plan d'éguation z = O ; c'est-d-dire que nous emploierons dans tous
les cas la fonction de Green g(M,M';t) correspondant 3 un corps totalement



immerge.

I1 découle de cette modification n'affectant pas 1l'opérateur £2 que
la substitution de g'{M,M';t) a g(M,M';t} aura pour unique conséquence de don-
ner une contribution non nulle aux intégrales ayant SL pour support.

Dans le cas d'une profondeur finie, seule la fonction correspondant

3 SL sera modifiée puisque la caréne ne coupe pas les plans SLp.

4.7 - INTEGRALE DE LIGNE

Les intégrales I' sur SL se présentent, que la profondeur soit finie
ou illimitée, sous la forme suivante :

- _‘,l,i_ %;{ﬁn’j_ f&% G’I;‘H']mut + G’{;ﬁ') sinwt|. gﬂ')_ @Jza‘ilg_, Gﬁl,ﬂ')usut ﬁﬁ,ﬂ'j:inu&]} dS(M)
4 n n
.38y 1 s - |

L.

] GJ{I‘,M’ ) sinwk - G’(i?; Mcaswl].. @*{:ﬂ. d;‘}]g_’ G/YMIM Weinwk - G’E;'M')cggu}:]} ds (M}
"

aprés avoir posé, pour alléger 1'écriture :

(4.39) GMME) = .‘ﬂ‘f.;. g’(M,M';t]
FLUE

La nommale intérieure au domaine D s'identifie sur SL au vecteur
unitaire porté par Oz et dirigé vers les z négatifs, ce qui permet de substi-

tuer la dérivation par rapport 3 z' 3 celle par rapport 3 n' en changeant le
signe de I'.

Sur le plan de cOte nulle, l'opérateur {; impose une relation entre
les dérivées spatiales et temporelle. Il vient donc simplement en ordonnant
les termes temporels :
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[ * - e r e + s ” oo
-%*Jj{ile}.W)mﬁ{ﬂm-i’(ﬂ}in%ﬁm."ﬁqg o) fw)wt-@w- 4’r~>w%a fﬂﬁ'}}dsm
SL

4,%_‘_}]‘{|:§;|')-§'{;‘ﬂ%{G’&H}utuk&ﬁ'&:ﬂ’]ﬁnuh é{“‘] §(K:I9L [G{H,N"Slaut &' H')Dsmh]} ds{n’)

. sL

(4.40)

Cette expression peut Etre transformée en explicitant la dérivée
temporelle dans le repére relatif :

: S L 1 ;:
(4.41) 2.0 lw @ v
¢ ot 9x, o

I1 est clair que les trois termes obtenus dans le repére relatif
sont lin€airement indépendants, et que la réintroduction de la fonction
g{M,M’;t} conduirait 3 trois termes séparément nuls.

La double dérivation temporelle dans le repére relatif se traduit
par le facteur muitiplicatif (-wz). I1 en résulte immédiatement que le pre-
mier terme est nul puisque tous les produits des fonctions ¢ et G apparaissent
successivement avec les deux signes plus et moins.

La dérivation crnisée a une contribution non nulle qu'il est plus
délicat de mettre sous une forme maniable. Ecrivons le deuxidme terme sous la
forme suivante ;

_t.‘;:_s_ ﬂ% (§?’f).§'(:l%it(ﬁ’&ﬂ'kaut +G{H',H‘J:iauk)+(§'{;‘)- @’c:b%(e’?n;‘):;mk-éaﬁ')m.x)J}Mw}
(3.42) o ' *
%%J'ﬁ’ §(ﬂ') ti’(nJJ E‘.‘(ﬂ,ﬂlosuhﬁ ¥ '*m%-;-- [{a(u'} §{N'J]% {G'f'w‘)fimt-sfi;ﬂlmot}}dﬁ'ﬂ
‘
L SL

La premiére intégrale peut &tre transformée, par application de la
formile de Stokes en une intégrale curviligne sur le contour composé de 1l'in-
tersection T de la caréne et de la surface libre d'une part, et du cercle 3
1'infini dans le plan de cSte nulle d'autre part. L'intdgrale i 1'infini sera

nulle dans les mémes conditions que celle sur I.
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La deuxiéme intégrale de surface ne contient que des termes ind€pen-
dants des dérivées spatiales de G'(M,M';t). Or, comme nous l'avons mis en évi-
dence dans la deuxieéme annexe, la différence entre g et g' ne concerne que
leurs dérivées spatiales. Cette deuxiéme intégrale est donC nulle. Cet argument
corrobore le résultat obtenu pour la double dérivation temporelle.

La double dérivation spatiale se met imm&diatement sous la forme de
la dérivée d'une fonction par rapport & xi et se transforme sans difficulté
en une intégrale de contour comme précédemment.

L'intégrale I' s'écrit donc :

[ [« . - B 4 » »
- Z%g @(m-Qﬂgg%w)mmawym% 3. @’m':]glt_ [a’m,n';s;.ut .s."(?q,mymt]} dy,
u q . 1

(4.43) .,._U’:, {@(n‘) g;{nl [ammmuh-stnmmuh B q:tm} % MM siask - G{H,H]cosd:}d\f‘
aglL % JL 9 2
o _
Ul ' * t’ j" ;” ‘ ] 3 - !“"I ;r . - -
e [ {2 [P DN MM heas b+ G T M Y imok 2 W)-é(ﬂ‘ﬂ G MM mmad - GO eas ik dtf'
4ng) fox; I e
A P

Nous obtenons la forme définitive de I' en explicitant la dérivée

par rapport 3 x des fonctions ¢(M') - ¢"(M").

(4.44) [@(ns-w}_[wz §{H:lé! 1).,_[;.(»«; wﬂ(’ ) [ﬁnm}(s' .)

oll 3' et L' sont deux vecteurs unitaires tangents 3 la cargne C tels que 7
est contenu dans le plan de la surface libre, et que le triedre (H',I',E‘)
est orthonormé direct.

Nous voyons apparaitre ici deux termes qui n'apparaissent pas dans
les intégrales Je surface. I1 est aisé de s'affranchir de la dérivée suivant
le contour de flottaison en intégrant par parties. En effet, 1’égalité
dy; = (E'.Tyjdi' nous permet d'écrire :
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J'{TM‘J%{H’I @(N’E{GJ{HN]mut-hG‘{HN']smu%.l._[Q(a‘} é(ﬂ][ﬁ(ﬂ,ﬁ Jsinwt - G(ﬂrtl)asul]}(?l )(E?T))df
F -
(4.45) | = ﬂgm_ §U1')]%{14‘H'}umh&'rr:,n'lsim;| + |84~ w}{;{mmh Gb‘in)usu%}(t_ )(ﬁ" *)J ,‘
L r
- {[ﬁn')-aﬁ}dﬁifnﬂ’ksuhdﬁfﬁnam [@(m- ] [e*.‘(nw)s.mk-c.(u«)m.&]}( )(' )

F

I1 est 3 noter qu'en absence de circulation les fonctions 3™ (M‘)-cb"(wj
et ¢”(M')-¢'“(‘M') sont uniformes et qu'alors le premier temme du second mem-
bre est nul ; c'est le cas en particulier des &coulements irrotationnels.

I1 n'est malheureusement pas possible de lever la difficulté liée 3
la dérivée par rapport 3 s' au moyen d'une transformation analytique.

L'expression générale de la fonction potentiel engendrée s'écrit pour

une profondeur illimitée :

-
NJ’J{ 1:@{#) M"’EIE'W‘ }‘”"’t+3'f"ﬁ !s:w%—p—- |E}’W @(H':I[G[H Wisinwl - G’{H Mo b } asm}

c

%J g[i'(ﬂl i\{ﬁ%" l%&',ﬁ]muh&{n n)-.'-wb

+

5:(;') - §’(’;:E|§__ G’EH,H‘ Jsiswt -G 'H, w)eset } ds(M)
n

o )

¢
] - -,9 ;‘" X ] ,il' .}l'; -;" " . *& 7
A §{H'}-§'iﬂ'} 3. G[MMlcos b+ & (MW )simal s @(H’]-@(ﬁ‘ﬁ_ Gmﬁ]muﬁ"ﬁ'[ﬂwﬂ’)cd& } dy’
ng— e 4 -t -I'at‘ b - )
F. B - - -
1 * ¥ ] -f. Rl . '] A p f!- i ftl- .
+ U dM-FM) 2 |G eswbs G MM sinat |4 B)- L [ GHMInnwE- G p)esal d\f4
| lﬁg‘ _3!' 4L _lr}‘rl_ J
(4.46) - 1L *
sz-- "” L o -l-l-. or | ® e ‘(1__.. 5
+ KL B0 [d|dMp sl +& it B - Bin QMM sinub- R {m Wcosat !.1x le
agfil - f
P
__U: g li@(u] %{G MM}l + & HH')ﬁau%; [@(ﬂ')_&(ﬂ][ﬁ(ﬂ Wisinal -G (ﬂ#)usut]} n, x)
4113;‘
)
I ] ' * -
_3_;__.{3?@%-:#@[;‘&,#@“& v v) s;.u%‘g? [@%@{ﬂ%‘w Ysimcsk = e‘f;,mut]}(s‘t i ‘)A.,
4Ng ] (o5’
o
y

* ’ J'*- L 2 2 . )H
:%{[ﬂ(ﬂ)@(ﬂ)tﬂ(ﬂ)yﬁ)} coswt + [ﬁ[ﬂ)@(n;‘b _cz_[agm,q{' Sin wt}
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Dans le cas d'une profondeur finie, seul le second membre change :

lam §TM)+.D.'M§'E:1I+ Z —.m[m {wuf () ’fn; cosut

Sinuk

L) om) *; /™ ;{*;) Z ) ( e , 'y
t o g+ oMM+ fez,.j'z?n) §;n)+.n.r(n)§>?(ﬂ)-l

[=——y——r

4.8 - DISTRIBUTION MIXTE DE GREEN

La fonction ¢! (M;t) définie dans le domaine D' étant arbitraire,
nous pouvons considérer le cas particulier suivant :

+*

E L] ,
(4.48) dM =0 ; Fmwao YMe DusLu ¢

Cette fonction est hammonique et satisfait toutes les conditions né-
cessaires 4 1'infini et sur la surface libcre.

Si nous écrivons le potentiel des vitesses en umn point M de la ca-
réne, nous obtenons une équation intégrale de Fredholm de deuxiéme espéce ol
1'inconnue est la fonction ¢(M;t) sur la caréne.

Les distributions superficielles de singularités équivalentes 3 la
caréne sont alors :

(4.49) W00 - 3T ;o ple s - 30 YHec
(4.50) T = 330 i s g ¥ el
o m

La distribution de doublets normaux e&st iaconnue et la distribution de sources
est connue. Nous avons pour les problémes de radiation :

4 N -
(4.51) dbm =V 7 2 2LV .n=z0o YMeC
9;4’3 Ej / a—aﬁ £
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et pour le probléme de diffraction :

4.52 P om0 5 2oma_2a0on YHec
(4.52) = b (M2 = oM ?nqa)(n)_ gaq;:(n) | €

Ces distributions vérifient les équations suivantes obtenues par

projection sur les fonctions temporelles de base ; en tout point M de C ad-
mettant un plan tangent :

-

'I'\" * - ....ﬂ [l.l (n)" G(nn*) - Fw;__s (M u')] ds {m}
[ =4

*%%L F‘“”“‘""*I“""‘*’f”ﬁ"] dy, - L[P'fn')_scnw) -~ s.’m]d\,

-

e & . ﬂl ;H '7- ‘T‘ UL +l. ;' 1 "t "ﬂ ' i
"?%iﬁ .p(anG(ﬂm_l‘m \d& (H.H'J](E Z)(E 1‘9 +W_L[%[MG (im ,_;a_f‘(,, Ya'm )](;'-T,)d‘f
Il

A r‘@‘f;siﬁp'}mﬁqs*&?c]dsm T R . A ("7-“:>d‘f‘
& | ng L {

(4.553)

by

p o ..._.ﬂ []wt') ’ e(un*}ﬂtom‘a eum)} ds (M)
<

-~

f f‘. ! ¥ i 4 ] f’ \
o 8o | |- sl -_L[w Stogod 6l

1
A

yt L3P G’ olfers {8 U K ; ¢ '
! !Lm)demmma o J]( )(‘ uy)m[ Lr(”’e 0 el N‘ﬂ(s“)dy
¢

_Lﬂ [crme’(wﬁms"fﬁm]dsm4..“_‘ ﬂrc*ﬁ»e‘?im w*we‘t’iﬂ*}ﬁ)dv'
4 ) wg )L '
X !

{d4.354)




Remarquons que dans le cas ol 1a caréne coupe perpendiculairement
la surface libre, le terme c?*.?&) s'anmule et les intégrales contenant des

dérivées par rapport & s' disparaissent.

4.9 - DISTRIBUTION DE SOURCES

Considérons maintenant la fonction ¢'(M;t) telle que :

’*' L 2 Y &+
(4.55) Pm) = 30 , M= PO YMe CUSL

}

¢'(M;t) est une fonction harmonique qui satisfait comme $(M;t) la condition de
surface libre et posséde les mémes propriétés que ¢(M;t) 3 1'infini.

L'expression (4.46) se réduit i la formule suivante :

-

- .%J]{% [«ﬁm- 5&9]%‘5!,»1‘} cawm’(imriwb-l%[@'(;)- ﬁn‘fi}%%ﬂ St -GN oa.t]}d‘i{ﬂ
J i
[

Uz * b * bl . 3 ol | PO . o 1--.
(1.56) -me e Pirts . B (I 6 ) cosuk +4 M) sinust = FO0_ T |G Siack - GV ex b oW1 1o
[T ™ *
o

= é?ﬁ) coswt 4 §I;) Sinwk _ "?'g‘m [(@TH Yo Eﬁ'?)cﬁwbi'(@?m- @139 Simat ]

Dans le cas d'une profondeur f£inie, le deuxi®me membre contient en plus la

somme des termes dépendant de p.

En tout point M o la caréne admet un plan tangent, nous pOuvons

écrire :

- ’LJ {3_ {§tn‘)_ ﬂn’%k.iﬁ’&n‘]mut\\ﬁ'fv{msanut],l[gm-ﬁﬁk_l}'fmw«t. E’i';.w)ma]}ds(n'!
T f{n U n i
c

- Ul ¥ * & & | o . 3 & "’3 b - - - )
(4.57) -ﬁi{;-n {M-m}%ﬁ:‘wJosM(nr‘aa-%g{wﬁ-wk[e(n.n‘}: k-ﬁ't'\ﬂcsu%}él.ll)dyi
T

2 2. 309 cor wt + 2300 sinuk - i{?_(z,:fu;- q;_'&;) cosat 4 9_(.5’{:0- ;‘@sin .,t]
on an 2|9n 7h




La distribution de singularités cinématiquement équivalente 3 la

carene est alors

(4.58) el 3%_(‘5{“)_ er\) -, ﬁﬁ;%.({&)-g‘?ﬁ) Me C
n .|

et vérifie les Equations intégrales suivantes :

A¢m o _i_ﬂ [«-'m 12 6T w) o 2 g e )} AS(m)
pa M on an
(4.59) c
_'i o0 6y _ Ty 2 6 H')] P )d R 3T
! 'ns-j MSEAM TS TR RN
Ao - ’t_ﬂ[u-'{i';;’_sﬁn,n*) +00 2 G ln ] AS(M’)
L M n M
(4.60) A
:L [ 2 e 4
Y Fnl atue e g [[WT Jdy = 2
"tm?[ (O E0 TR SR (WY = 7 2™

)

_ Les seconds membres de ces équations sont donnés par les formules
(4.51) et (4.52).

4.10 ~ CONCLUSION

Nous nous proposons désormais de réscudre les problémes que nous
avons posés au deuxieéme chapitre en utilisant les deux types de distribution.
I1 est clair que nous devons nous attendre 3 rencontrer plus de difficultés
dans le cas de la distribution mixte que dans celui de la distribution de
sources.

La sclution que nous cobtiendrons ainsi n'aura de sens que si elle
est compatible avec une intégrale sur I nulle, ce qu'il faudra montrer a pos-

teriori.

A2






Chapitre 5

CONSTRUCTION DE LA FONCTION DE GREEN
DANS LE CAS OU LA PROFONDEUR EST I[LLIMITEE

De nombreux auteurs se sont intéressés, dans le passé, 3 la détermi-
nation de la fonction de Green relative au probléme de la diffraction-radiation
avec vitesse d'avance. C'est ainsi que M.D. HASKIND /1946/, R. BRARD /1948/ et
T. HANAOKA /1953/ puis L.N. SRETENSKII /1954/ et T.H. HAVELOCK /1958/ ont donné
différentes formulations de cette fonction dans le cas od la profondeur est
illimjtée. J.V. WEHAUSEN et E.V. LAITONE en ont donné une analyse /HY-36/.

Nous nous propesons ici de construire la fonction de Green associée

EEE%%E pour 1l'opé€rateur L1, sous une forme adaptée aux exigences

du traitement numérique et des développements asymptotiques /HY-18/.

i la fonction

5.1 - EXPRESSION GENERALE DE LA FONCTION DE GREEN

L'opérateur £% faisant intervenir des dérivées partielles par rap-
port aux deux variables z et t, nous aurons recours a une formulation intégrale
pour transformer la dérivation par rapport i z en un opérateur algébrique et

obtenir ainsi une équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre dans la-

quelle les seules dérivations sont temporelles.

La solution éiémentaire de 1l'équation de Laplace dans le domaine
D(z < Q) obtenue par le procédé de séparation des variables en coordonnées car-
tésiennes, et satisfaisant les conditions requises quand z tend vers 1'infini
négatif est :

ekz eik (x cos ® +Yy5ind)

(5.1)
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Nous construirons donc la fonction de Green sous la forme suivante :

+U =
(5.2) g_’{n’w;h}zéima% Re {Jd°J§'(°,k:£; b ckz. e‘lkfxus_OP{S‘mO)kdk }
-t o

Ce choix présente deux avantages. D'une part, l'équation de Laplace

sera satisfaite quelle que soit la fonction g'(9,k,c;t) et, d'autre part, THETFT

s'exprime trés simplement en fonction de la soclution élémentaire(n .

kiz-z') 2 Yers @+ {Y-1")sin 0
(5.3) _L=_4.IF¢{ de e{z )ckw b-¥si ]dk} ¢ {z-2") <0
MK T J J
-4 o
+¥i 9
~ki(z-2" ) - ® +Hy-y"\ oo
(5.4) in&{ do | §?) Ghlumxdese sl ]dk} s (2-7) 50
' N J o J
ML 9

Nous désignerons globalement le noyau des intégrales relatives au
potentiel engendré par une distribution superficielle de sources par :

i1 a
(5.5) GIMME 5 cosE | lim _4_&{ Jdo J?(o,k,s;b}ekz Jwsorysind), |
[T I J
-Rit 0

Sous cette forme, G'(M,M';t) vérifie l'équation de Laplace en tout
peint M du domaine D 3 1'exception du point M', et la condition de régularité
quand z tend vers l'infini négatif. Il nous reste donc 3 déterminer la fonction
g'(8,k,g;t) pour que 1l'équation (5.6) soit satisfaite, et 3 vérifier ensuite
que la solution obtenue est suffisamment réguliére quand \/(x-x’)zr(y-y‘)zr tend
vers l'infini (cf. chapitre 7).

(5.6) £; [G’(an'; L—)] =0

(1) Cette forme d'é&eriture qui rend possible la résolution de 1'&quation diffé-
rentielle aux dérivées partielles introduit malheureusement une difficulcé
supplémentaire i cause de sa discontinuité lorsque z~z' s'annule. Nous
avons montré dans la deuxiéme anmexe que cette discontinuité joue uu rodle

important dans la manidre dont 1'intégrale de ligne se manifeste.
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5.2 - DETERMINATION DE LA FONCTION DE GREEN

L'opérateur [ impose au point M d'étre situé sur le plan de la
surface libre. Puisque le point M' appartient au domaine D, z' est toujours
négatif (z' = O &tant incompatible avec la proposition précédente). z-z' est

donc toujours positif dans l'équation (5.6), et seule l'expression (5.4) con-

vient pour exprimer W.

Nous alldgerons 1'écriture en posant :
{5.7) & = [x-x")cos® + (y-y')sino

L
Compte tenu de l'identitéd U = —i%——, le calcul des différents termes
de E.{ F—E’f—ﬂ se présente sous la fomme suivante :

|MM |
n *r.ﬂ".. ?
~k{z-z'} ik
2 "““t] =4 &{ de [.msinuh-ikancoswt] e =2 e = dk}
My} T J o Jb
MiL o8
[ (T -k{z-2) ik
(5.8) .3_11 st AR { de -(m:+i)1k"mé0)cosnt+lil}kuc9wsinub} e G z}c a'dh: }
% .iHH‘I 1 o v L
- -]
: e br '
~k{z-2) 1k
¢ asub]zj&,{J'doj _kcosut} e {z-2 cl wdk }
_ Qzlimwi | M |
EL | 2

Le terme 2 ea—i C][DT;‘V%’:' peut étre négligé puisqu'il n'interviendra que dans
I
le second membre de 1'équation différentielle et qu'd ce titre, il restera

toujours au numérateur des différentes expressions. Nous obtenons donc :

¥l @

(5.9) f-; [‘:"“"1 AR {[JO J[_@% Uakf'm"hgl;cnswt +2iUkeos Gusiaub} e.k:' g,ik o dk}
Ml B

%[} .

L'application de 1'opérateur i‘.; ig'MM;t) conduit au résultat
suivant :

+9j2 (r ]

2 YA . t 3 A, ik{xcos 6 +ysim 8)
(5.10) .Ci[g-{n;a ;H]zél:l+i fe { Jdﬁ j EE.+ZESE+ g-it]g-{a,k,i;t) e kdk}

o
L ¢



De 1'équation (5.6), nous pouvons déduire que la somme des intégrands

est nulle. Il vient alors :

. L . . kz'a ik (x'cos Z+y's1n0)
(5.11) [s?:_.i..;li%i. g'k]%(ﬁk,&a 2[60;1- ULk coszai-gi)wuh -bUkmsO(JSmut] e e . %‘_

La résolution de cette équation différentielle n'est pas évidente
sous la forme ci-dessus, dans la mesure ol x' est une fonction du temps. Nous
devons donc décomposer les fonctions cos wt et sin wt en exponentielles com-
plexes et effectuer le changement de variables(1.1) pour passer dans le repére

mobile moyen.

e-'{k (X080 #¥,sind)} <

i -3" 3 Ay B kz,
['I*"uﬁ" gk]g-(e,k,a,&) = ﬁ e

(5.12)
o Py 1 Wiy slkces 8)
{e’w Vk cas )b[mz-bU kzauzh-g-k -ZUkcosOw]-i- ;M s T&q-U’ktsz-tgk +1Uk¢osﬁu]}
L

La solution générale de cette équation différentielle sans second
membre caractérise le transitoire. Seule la solution particulieére de 1'équa-
tion compléte qui représente le régime &tabli retiendra notre attention. Cette

dernidre se met sous la forme suivante :

e;t(m-UkusB)t e-i(ukacosO)l:

(5.13) %(B,k,f,;b).-. Aok L) +Blok,8)

Le caractére linéaire de 1l'équaticon nous autorise 3 identifier séparément les
deux termes A(8,k,e) et B(9,k,e). Nous obtenons aprés avoir effectué tous les

calculs :

K3t gklcosbryising) by yieor + SX - 2Wkeasd
-(w-Uk:aso)lq. 2iE{w=Ukeos B) + Tk

(5.14)  Alexg)=A
2K

c‘tz’. e-ik (xjcos B+ yisinb) wz+ Uzkzmz 9+ gk+ 2Wkeos B w
-{w+ Ukcose)z-ZiE {w+Uk cos8)+ g‘k

35.15 okf) =l
(5.15) B(“)ax
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En reportant ces résultats dans (5.13) et en revenant dans le repére absolu
au moyen de la transformation (1.1), il vient :

i A i kz' «ik(x'cs04+y'sing)
g.{ei' k},E;l:) - & e x
k
(5.18)
- -.“b
[CDS wt + e'”t g.k + e‘ g-k
L (u-UkusBJ:'—g'k - 2i€ {w=Ukeos#) (u+UkmO)"-g-k $ LE{+UkcesB)

D'ol 1l'expression de la fonction de Green :

3111 o
[ ' k 'y ke
g'(",“';b) = -% Be{Jd" J e (z+2 e dk} eoswt
A e
Ly i kiz+z) ko Y
(5.17) 4 lim [.1&{3"‘* 4o g e~ gk dk }
Loo'| ® J (@-Ukeos)'= gk = 208 (- Dk cos®) )L
=-THL 2
P ey ke ;
. f=( ) (weVkeas8Y- gk + LE (W Ukeosn) )]
-} . 2

Le premier terme de la fonction g'(M,M';t) peut étre transformé en
remarquant que z +z' est toujours négatif et peut s'écrire - (-z'), ce qui
nous permet d'utiliser la formule (5.3)

iy @

kiz+z'y |
(5.18) i&{JdaJe ekwdk} 2
1 fuw’l

DX A

en désignant‘par N' le point symétrique de M' par rapport au plan d'équation
La fonction G'(M,M';t) peut ainsi de mettre sous la forme :

(5.19) GMMB = G (M8 + G IE + 6, (MM';E)

|
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avec :
i A i
G Wgsi 2 L _lc k
oMM [IHH'I Imﬂ] 03 W
L, w
i kizezvi &3 . 1
(5.20) G MiE) < lim __ma{e’“*J J e gk dk }
E=otL N -Ukusﬁ)‘-gk-liﬁlu-l}kusﬂ)
X e kl'.z -
+2'i .
G;(H,H':b}:.lim -1&{3 J J' g"‘ dk }
L e ) (ta+ Uk eas 0} =gk + 315 (10 + Uk cos 8)

5.3 - INTRODUCTION DES TERMES ADIMENSIONNELS CARACTERISTIQUES

Dans le dessein de simplifier les notations utilises et de faire
apparaitre les nombres adimensionnels caractéristiques de 1'écoulement, nous
introduirons une longueur arbitraire { (par exemple, la longueur de la cardne
3 la flottaison) et nous poserons :

[ e 4 T v
K:kt W= F £ =£F Faz
§ g g
(5.21)
X=X Y- X y SR D Z
i 4 ¢ 4 L
En effectuant ces changements de variables, les fonctions (5.20)
deviennent :
[ 1]
G, MM = A A ] st
MM IuN
Iy -
f K {Z+2'%i 11
(5.22) 6, MM = lim [___ Re {a Jdo f e KdK {
Foo | A (33~ FKessB )= K = 2iE (5~ FKeos 8) h
- ]
it @ (v ei 2] .
. $Z'e
Gy MMSE) 2 lim [.L&{é Ido j e Kdx ]
i f- (D4 FKemd)= K + 2 (G4 TKeas 0) f

~BiL o
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5.4 - ETUDE DES POLES DE L'INTEGRAND DE G{(M,M';t)

5.4.1 - Détermination des pdles

- La partie réelle du dénominateur de 1'intégrand de Gi(M,M';t)
s'écrit, une fois développée et ordonnée en puissances décroissantes de K :

(5.23) Re{D, (0K, 5)a K (Fem0) = K (1+25F cos )+ B°
L'équation du second degré Re{Dj(e,K,g]} = O admet pour discri-
minant :
(5.24) A= A+40Fc0sd
expression qui est toujours positive puisque $,F et cos 8 (8 ¢ (- %, + I

sont essentiellement positifs. Le polynSme {5.23) posséde donc toujours deux
18ros réels positifs K, et K, (K1 < Kz) qui sont :

(5.25) K, » A+18Fcosd = Y1+ 45Fcos®

1 Ff'cns"e

(5.26) K o A+2EFcas v Y444 WFcosd

: L Frcod'®

Dans le cas particulier ol cos § est nul, le polyndme dégénére

et il ne reste plus qu'un seul zéro :

(5.27) K o=

5.4.2 - Détermination des signes des parties imaginaires des pdles

Les deux zéros de la partie réelle du polynfme étant déterminés,
. s,
nous pouvons factoriser DT(B,K,E) :

(5.28) D,(0.K,E) = Feose[K-K Lk-K,] - 2iE(3 - Fkecoss)
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Le signe de la partie complexe de chaque pSle peut &tre mis en
évidence en linéarisant D, (B,K,'é') au voisinage de chacun de ses zéros.

(5.29) D,(a,n,‘éjzria‘a[u;q[x—Ki‘j- 2iE (@ ~F K cosD) au voisinage de K,
(5.30) 31(9,:(,?): F‘c.s‘oﬂ(l-tt,][n— Ky~ Zif(a—FK,_Cose) au voisinage de K,

ce qui peut s'écrire encore :

(5.31) Dok Fotolky k) k(K - ioN] au voisinage de K,
- L .
(5.32) D, {8KF)= Feo (1K, )k~ (K~ L loh] au voisinage de X,

en désignant par 11 (0) et i, (0) les termes imaginaires positifs infiniment
petits suivants :

2i€ (- FKycos #)
Fleas'B (K, K;)

(5.33) L) = -

(5.34) “.Lb):- lii{(m-FKz@SO)

Fos® (KyK,)
Les pdles de 1'intégrand de Gi (M,M';t) ont toujours une partie
réelle strictement positive et une partie imaginaire arbitrairement petite
de signe négatif.

5.5 - ETUDE DES POLES DE L'INTEGRAND DE Gé(M,M' ;)

5.5.1 - Détermination des pdles

La partie réelle du dénominateur de 1'intégrand de Gi(M,M';t)
s'écrit une fois développée et ordomnée en puissances décroissantes de K :

(5.35) ReiD,(06,6)} = K (Feas®t= K (A-28Fas o)+ 5
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L'équation du second degré Re{Dz(e,K,g)} = 0 admet pour discri-
minant :
{5.36) AzA-4OFcoso

expression qui s'annule pour une valeur de cos 8 si et seulement si l1a relation
{5.37) est satisfaite. Dans ce cas, il existe sur 1'intervalle {- %3 +-%] deux
valeurs de & que nous noterons -ec et +6C telles que 4 est nul.

(5.37) V=0F 3429

Fie

Nous voyons apparaitre ici 1'importance du nombre sans dimension
v qul est le nombre de Strouhal caractéristique de 1'écoulement :

(5.38) J.DF=z 0¥ _TUY
g A

ol T désigne la période de la houle radiée et A sa longueur d'onde.

Si le discriminant est positif, ce qui est toujours vérifié pour
v inférieur 3 v_, et i condition que |8 soit supérieur 3 |8 pour v supérieur

ou égal 4 v_, le polyndme (5.35) possé&de deux zéros réels positifs K3 et K,

c’
(K3 < K4J qui sont :

2 Fleosty

(5.40) Ky = 4-25Fcos0 + YA-Lis Fes

B 1F*costp

Si le discriminant est nul, le polyndme (3.35) posséde un zéro
double réel positif K. :

(5.41) Koz 40

[

Si le discriminant est négatif, ce qui est vérifié 3 la double

-

condition que v soit supérieur 3 V. et que j8| soit inférieur 2 |9C|, le poly-
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ndme (5.35) possé&de deux zéros complexes conjugués 23 et 7, (Im(zs)-co‘:lm(24j]
qui sont :

(5.42) 7. . 4-20Fcoco i WbFeoso-1
. 3 ir"c.“’a

(5.43) Zh"" 4-20F cosB i l{q-BFwsO-{

LFiws e

I1 convient de remarquer que la partie réelle de ces deux expres-
sions change de signe pour deux valeurs de & que nous noterons -aé et +8 .,
dans le cas oll la relation (5.44) est satisfaite.

(5.44) 0549

| o Pl

Enfin, dans le cas particulier ol cos § est nul, le polyndme dé-
génére, et il ne reste pius qu'un seul z&€ro réel positi

1

(5.45) K= P

Le tableau 5.1 permet une vue synthétique des différents résul-
tats obtenus en fonction du nombre de Strouhal.

La figure S.a représente le lieu des pdles de GéGﬂ,M‘;t) dans le
plan complexe F27 = X + iY ; lieu qui est une cardicide.

5.5.2 - Détermination des signes des parties imaginaires des plles

Les deux zé€ros de la partie réelle du polyndme étant déterminés,
A . . e
nous pouvons factoriser DZ(G,K,a), ce qui conduit dans le cas ol le discrimi-
nant est positif, 3 1'expression suivante :

(5.46) D, (k) = Feos 0 (K~K J[K-K,] + LiE G+ FXeos 6)
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LIEU DES POLES DE G)(M,M';t} DANS LE PLAN COMPLEXE : F2z = X + iy
-

Equation cartésienne de la cardioide :

Equation pdlaire de la cardioide

4y - 1

9 Vaax T T - 2v oo ees e

(%2472) 24 492x(x3+¥2) - 4v4¥2 = 0
p = 2v% (i+cosy)
1

2v{ i+cosy)

h




-

-7 -

Le signe de la partie complexe de chaque pdle peut &tre mis en
évidence en linéarisant DZ(B,K,EJ au voisinage de chacun de ses zéros. Il vient

alors :
(5.47)  DoxD) = Fleond [Ky-K,J(K - (Ky» Lyon)] au voisinage de g
(5.48) :DL{G,R,E}-: Fleos'd {Ko KK = (- L 1)) au voisinage de K,

en désignant par 13(0) et i4(0) les temmes imaginaires positifs infiniment
petits suivants :

(5.49) oo - 2E@E PR cr0)
Feeos®o (K, -Ky)

(5.50) Lo} oy LIE(DIFKyco80)
\ FPeons (ke Ks)

Lorsque la partie réelle de DZ(S,K,%j admet des zéros réels, les
pSles de 1'intégrand de Gé(M,M';t) ont une partie réelle strictement positive
et une partie imaginaire arbitrairement petite de signe positif pour K; et de
signe négatif pour K,.

Lorsque la partie réelle de D1(9,K,g} admet des zéros complexes,
les pbles de 1'intégrand de Gé(M,M';t) ont une partie réelle dont le signe
peut &tre positif, mul ou négatif et unme partie imaginaire finie de signe néga-
tif pour 23 et de signe positif pour Z,.

5.6 - INTEGRATION DE LA FONCTION G%(M,M';t)

La fonction GE{M,M‘;t) se présente sous la forme définie par la for-
mule (5.22) du paragraphe 5.3 que nous rappelons ici :
i @

G, (W8  lim [_i h{é“tjdo J SETNAl }J
f-s AL (G- FK cos0) =K  ZiE (3 FKeos )

-mr ¢
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D'aprés les résultats du paragraphe 5.4, nous avons :

(5.51) K = 1 [ Ky _ _Ks }
(@-FKeos D)t-K ~2iE{3-FHeos 9) F‘mt's [i(“- KL] K- K‘+ j,,‘(o] K - K, + j,i(.}

ce qui permet d'écrire 1'intégrale par rapport 3 la variable K sous la forme

suivante :
[+ ] @ c
K{z+2'piny] Kiz+Z'will]
F&CDSZ.O[KS"K:_] K = K1+ ;-4(’) K= 28 z"’ Lt(o)

L4 °

Nous avons alors i calculer deux fonctions exponentielles intégrales dont les
propriétés ont été rappelées dans la troisigme amnexe. Il vient finalement :

(5.53) (0) < 4 [K GA[K, (zez Q)] - K, BL[K (z»z’i-in.)]
e g (oAl st

Cette formuie peut &tre simplifiée en remplagant au dénominateur K, et K, par
leurs expressions. De plus, la fonction sin 6 étant impaire, et la fonction
cos 8 étant paire, nous raménerons l'intervalle d'intégration en & 3 (O, %] en
posant :

ZrZ’ 4+ i [[X~xYcos® +(¥-Y) 5w B]

¥ ezez'vrilr
{5.54)

. zeW il 2 2a2' 4 i (XX @30 - (Y-X') 510 §)

La fonction Gi (M,M!;t) s'écrit donc aprés 1’'intégration par rapport
d la variable K, sous la forme suivante :

+Wi

(5.55) G‘i(n,a';t)= 'i? Re { e*“’" J Kq [61(K,8}+GA(KE]- K, [61(K8)+ GA (XS] dp }
L]

fi+4¥cos 3

@



L'intégration par rapport 3 la variable 6 sera effectuée par une
méthode numérique adéquate sur laquelle nous reviendrons ultérieurement.

Remarquons, en outre, que lorsque cos ® tend vers zéro, le produit
K,[G1(K;z) + G (K,5')] dégénére et rend nécessaire une étude asymptotique.

5.7 - INTEGRATION DE LA FONCTION Gé[M,M' ;t)

La fonction Gé(M,M';t) se présente sous la forme définie par la for-
mule (5.22) du paragraphe 5.3 que nous rappelons ici :

»iiz  oe

G MM =im |4 Hofe-m de ehlzeEsial gy
e Ea." ] (

) B+PKess8) - K ¥ 2 E{D+FKeos 8)

AL 0

L'intégrand ayant des pSles réels ou complexes, 1'intégration est
plus délicate que dans le cas précédent. Neus serons conduits 3 intégrer en
fonction de la variable 6 sur des intervalles qui dépendent de cos 8. et cos 9

e

5.7.1 - Cas des racines réelles {cos 9 ¢ cos © C)

Dans le cas ol les racines sont réelles, le méme procédé que
celul mis en oeuvre pour G; (M,M';t} peut étre utilisé. Nous obtenons aprés la
décomposition de 1'intégrand :

w ®

k{zt+z'+iA) x{zeT'einl)
Fudo [i;-K,] K=K 3= L 4lo) K=K, +dyo)

¢ ¢

Nous avons de nouveau 3 calculer des fonctions exponentielles intégrales, mais
aveC une partie imaginaire positive pour K5. Nous obtenons finalement en utili-
sant les résultats de la troisiéme annexe :

(5.57) P[g) - - K363(K;8) ~ KuBdik,5)

WA~ L4ycos®

I1 convient de remarquer que lorsque cos 8§ tend vers zéro, le
produit K4G1{K4r;) dégénére et que le dénominateur tend vers z&ro quand cos 8

- b .
tend vers cos 6. v 2 vc)




5.7.2 - Cas des racines complexes {cos ec < cos & < cos 8)

Dans le cas oil les racines sont complexes, nous peouvons encore

décomposer 1'intégrand en éléments simples :

o &

K[z+z'+i.r1.'j K{zeZ'vi00]
(s.58) ot [ J“_Ax - z,,J’ £ du]
_ _ FCDGQ[Z) Z"} K‘ZS K‘Z"

Ce qui s'exprime au moyen de fonctions exponentielles intégrales en remarquant
que la partie imaginaire de 23 est négative et celle de Z, est positive, mais
que leur partie réelle est positive. Il vient, d'aprés les résultats de la
troisiéme annexe :

(5.59) ?mﬂ.; 2364 (2,8) -~ 2,63 (K¥)
;4?«:0-1

. §.7.3 - Cas des racines complexes (cos eé_s cos 6}

Dans le cas ol les racines complexes ont une partie réelle néga-
tive ou nulle, l'expression (5.58) reste valide, mais la formulation des fonc-
tions exponentielles intégrales differe et le résultat obtenu en {5.59) est
remplacé par :

(5.60) ?{a} i B62zsk)-Z,62(%F)
Vginsn-d

5.7.4 - Etude particuliére au voisinage de SC

L'intégration mmeérique par rapport d la variable & présente une
difficulté quand v est supérieur 3 V.. En effet, le dénominateur de 1'intégrand
tend vers 2€ro quand § tend vers 8- I1 est donc nécessaire de réaliser une
étude particuliére au voisinage de §. sur un intervalle que nous noterons

[8 “Ge ac c

En effectuant le changement de variable § = 8. + a, nous pouvons

développer cos 8 en fonction de a :

(5.67) 050 = cosB, - Sin B~ 3 uss + 8"




Le dénominateur de 1'intégrand s’é&crit alors :

"

(5.62) Vi-4icosd = V 49 (a sin B+ 4'ces0,) X e[0%,]

(5.63) Videos© -4

11

\/-#9 («sing, +‘££' ¢os 0.} %€ [--(,_’o]

Lorsque v est égal 3 v, cos 6 est égal 34 1'unité et sin 6. est

nul. Dans ce cas, 1'intégrand de Gé(M,M' ;t) posséde un pSle sur la premidre
borne d'intégration et 1'intégrale qui définit Gé(M,M' ;t} n'a pas de sens.

Quand sin 8 c N'est pas nul, nous obtenons au premier ordre en

[n AN
@ 0
(724 K%
(5.64) J’(o)de-.- L JfL"- = MKee® Vi~
% V5o, V= Yiome,
"“t« "Q
Ae “c.
(5.65) J'ffﬂ)do = -i mic & _da =i K, ¥ {4,
J Wrimo, ] V< 5in 0,
?

5.7.5 - Forme générale de Gé(M,M' 3t

Compte temu de la restriction de l'intervalle d'intégration a
[0, %], la fonction Gé (M,M';t) se présente sous la forme générale suivante :

f

1.3

[ .
G MM =L Rc{ E.""t[ ri ﬁﬁ%ﬁ%ﬁm&?)%mﬁﬂ 40
nt ,l  Vest -4

s
.
i 206286 (18] - 2, [63(z8)+ @3N 4p
(5.66) o Vileoss-4
21 Ke tek‘g-r cng]m [1-i]

Sind,

+

-

it
A Iy N V) aa]’

Bre,




- 75 =

Dans le cas ol v est inférieur d v. mais supérieur 3 v, 1a pre-
miére intégrale disparait et la borne Bé de la deuxiéme intégrale est remplacée

par zéro.

Dans le cas ol v est inférieur 3 Ve, seule la derniére intégrale

subsiste, mais sa borne inférieure @_ + o, est remplacée par zér0.

c

L'intégration par rapport 3 la variable 9 sera effectuée comme
dans le cas précédent au moyen d'une méthode numérique sur laquelle nous re-
viendrons.

22



Chapitre 6

CONSTRUCTION DE LA FONCTION DE GREEN
DANS LE CAS OU LA PROFONDEUR EST FINIE

Dans le cas plus complexe ol la profondeur est finie, les formuia-
tions proposé€es sont plus rares. La premiére due 3 J.K. LUNDE /1951/ a été
améliorée par J.C. DERN et G. FERNANDEZ /1979/.

Nous nous proposons ici de construire la fonction de Green associée
i la fonction S35 Wt pour les opérateurs L3 et £,, sous une forme analogue
d celle que nous avons obtenue dans le cas ol la profondeur est illimitée

/HY-18/.

€.7 - EXPRESSION GENERALE DE LA FONCTION DE GREEN

La fonction la plus simple que nous puissions ajouter 4 Eﬁ%ﬁﬁg pour

que la condition de glissement soit vérifiée sur la frontiére F est Eﬁ%ﬁ%E, ol

N' est le point symétrique du point M' par rapport au plan d'équations z =-h.

La solution élémentaire de l'équation de Laplace dans le domaine D
(~h < z < 0) abtenue par le procédé de séparation des variables en coordonnées
cartésiennes et satisfaisant la condition de glissement sur F s'écrit :

ik{xees® +Ysin®)
(6.1) chk(z*eb)ek{x RAth

Nous construirons donc la fonction de Green sous la forme suivante

i w
(6.2 gimniE) e S59E L A Re ! do g-'(sk (.t chiclarh) Jkxeasdrysind) ek |
MND gest T T chkh )

~Rly o



La fonction chkh est destinée 3 fournir un module unitaire 3 la fonction (6.1)

quand z est nul,

Nous désignerons globalement le noyau des intégrales relatives au
potentiel engendré par une distribution superficielle de sources par :

(6.3) QMM = co;«'b » e

Sous cette forme G' (M,M';t) vérifie 1'égquation de Laplace en tout
point M du domaine D, 3 1'exception du point M', ainsi que la condition (6.4).

(6.4) £, [Gmp;H] =0

11 nous reste donc & détemminer la fonction £°(8,k ré:"t) pour que l'équation
(6.5) soit satisfaite, e* i vean.er que la sclution obtenue est suffisamment

réguliére quand l/x-x. 1+ (y-y! ] tend vers l'infini (cf. chapitre 8).

(6.5) Lilammit]. 0

6.2 - DETERMINATION DE LA FONCTION DE GREEN

Pour les mémes raisons qu'au paragraphe 5.2, les points M' et N’
auront des cBtes négatives. En reprenant les notations du chapitre précédent,

cos wt + COs w
IRICE

le calcul des différents temmes de E:I [ } se présente sous la

forme suivante :

+9jL

o
r ~ r'
2.{..__“*“%3_’35},,1&{ do [us:;.at-llﬂtmhauk][ gt “'“*““"} "“'ak}
ot iMmy  IMNG g ) J
17 R
e
(6.6) T} wsat+wut ARV de 0&-0?«69 b LikessOusiontlla kiz- z: .k&oz’*ﬁi} lkaﬂ(
384 MMl T it Ji
« 0L [)
r:ﬂ- g.
9 uh Jomabl Ag ) lds | kevew el k(:-z‘) -k(m.u.) 'k’dk
3z lrlu'l TR Ji
R w

1

}
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cos wt , €os wt
I&M' [ {MN i
que dans le second membre de 1'équation différentielle et qu'i ce titre, il

Le terme Ze=¢ o [ } peut &tre négligé puisqu'il n'interviendra

restera toujours au numérateur des différentes expressions. Nous obtenons donc :

QW o

(6.7} j; fi:;t +@|::ﬂ_ % &{J J[,(.;".Uh‘as"o-»g-k)wkfhvkmaosmol{,e d-k(zdu)ék’dk}

-aly

L'application de 1'opérateur L3 3 g'(M,M';t) - EF%F conduit au

résultat suivant :

L o :
68 L @*Hﬂ‘ H-.?.’:i-hnm“'deHQ +2£3.+g-kﬁnkh] T g Ak}
[MN'[] E=o*n S, 2

De 1'équation (6.5} nous pouvons déduire que la somme des intégrands
est nulle. Il vient alors :

6.9 [2- *u?_.q-g'ka‘lkk]g{'k £ Lj =2 [6‘) U""”eﬁ-g‘k)m{-ZlUkcnsamsm%e d-nl‘(zgk)“'kk s iny :;-0)1‘

Aprés avoir décomposé les fonctions cos wt et sin wt en exponentiel-
les complexes et effectué le changement de variables(1.1), nous obtenons 3
1'instar du chapitre précédent :

[ & A —k({K! coc @ +y]Sind)
[i.i,,ze;l; g-kﬂalda] gloktit) o ? chk (z\sh) e X
(6.10)
- Ukeoslt] 1 -1 {welkcosodt
{l{w ot [ﬁdi-U’ich:O-pgk ZUka:sﬂu] '(‘“ “ %n- ‘kzcn:aa-g'k+wkw590‘,}
La solution particuligre de 1l'équation compldte est de la forme sui-
vante :

H{w-Ukeog D) -1 {W+UkeoeB)E
(5.1 glakgb Ak e a6 O
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I1 vient alors en procédant par identification :

- =ik {x] A gin 1 [
(6.12)  Algk,eld SNk oo dsind) G PKedse gl - Lkeorow

e
~{0-Ukeosd) #2it {w-Ukeosd) + ghkthkh

-kh
(6.13)  Blexe)«t e chkizihle
k - (W +Ukcos0)~ LE (o vlkcoso)+ g kthkh

En reportant ces résultats dans (6.11) et en revenant dans le repére absolu
au moyen de la transformation (1.1), il vient :

¥h k(s @4y 500 8)

[ Bk <L & ki) & x
(6.14)
Losck 4 ¢ gle(a+ thich) Wi ghldethich)
X (- Ukcos o= grhethich=2itlo-Uecss)  (woihen®)'- clethkch +2i€ (1seUkenso)

D'ol l’expression de la fonction de Green :

(6.15) G(MME) 2 & (MMID +—G';{M,H';I:) Gy (MME)
avec .
. o
[ I} 4-.]. (1 ) kh "4
G/MMB o A, b LRl |do | chkizhldhklh) g ¢ Ak}
MMy IMNT chkh
A Wt
, I ot oy kD ]
(6.16) | GNKEY s LA m,{e jaej chklsh) itz o) <7 g d }
i 3 J chhfluw-Vkeoss)= glebilh - 2ig (13- Ukeos8)} )
M. de
G MM, L) clim |A &{g“" dp | _chictzrh) chkizvh) il gk dk }
| e | R chch [{wellkess@)® gctich + 2i€ (w0 + Uk cas)] )

=% 9
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I1 convient de noter que GéCM,M';t) ainsi que ses dérivées par rap-
port au temps et aux variables x, x', y et y' sont nulles lorsqu’un des points
M od M' est situé sur le plan d'éguation z = O.

6.3 - INTRODUCTION DES TERMES ADIMENSIONNELS CARACTERISTIQUES

Pour les mémes raisons qu'au cinquiéme chapitre, nous introduirons
ici les nombres adimensionnels caractéristiques de 1'écoulement en posant :

K= kh mz@Jr_ g:ﬁ F:L
g g Th
(6.17)
Xz 2 Y. X Z.Z DX
h h h h

Contrairement au cas ol la profondeur est illimitée, la longueur
d'adimensionnalisation n'est pas arbitraire. Elle s'introduit naturellement
dans les équations. Dés lors, le nombre de Froude et la pulsation adimension-
nelle ne sont plus caractéristiques du seul flotteur, mais dépendent également
de la profondeur du fluide.

En effectuant les changements de variables (6.17), les fonctions
(6.16) deviennent :

¥l e
GMME =l .4 _LRe!|dofchKiziichkizis) e“t'“'MAK}JCME
o IMMY MW’} Bh chK
-wry ¢
A oo Ko -
{agtl %h 4 4 ch’k [la-FKu:G)"-KHlK—ﬁE(E-PKusO)]
X RO " .
G’;[M,M?t}=um __l__m&{g“""‘ pr) chi(ze4) ch K{zhd) &' & Sék
Fwet| Th J ch KW +FK eos8) KEAK + 20T (10 + FKcos8)] )]
. -, ]

6.4 - ETUDE DES POLES DE L'INTEGRAND DE G{ (M,M';t)

6.4.1 - Détermination des pdles

La partie réelle du dénominateur de 1'intégrand de GE(M,M‘;:
est :



(6.19) Re{D, 04D} = (B -FKeose) - KERK

L'étude des pdles n'est plus aussi triviale que dans le cas ol
[ A"
la profondeur est illimitée puisque 01 (6,K,e) contient une fonction hyperboli-
que. Nous sommes donc contraints 3 faire une analyse graphique 3 partir des
équations (6.20) pour cos 6 positif ou nul.

(6.20) @ - FKcos® = & YKInK

Y=u0~-FKcos8

figure §.a

La figure 6.a met en évidence 1'existence de deux solutions réel-
les strictement positives K1 et I{Z (K1 < KZJ, quelle que soit la valeur du
nombre de Strouhal.
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Dans le cas limite ol cos 8 est nul, il ne reste plus qu'une
seule solution réelle strictement positive.

I1 convient de noter que Re{D, (8,K,£)} posséde une infinité de
z8ros complexes qu'il n'est pas possible de détemminer analytiquement. Nous
verrons ultérieurement que cela n'est pas un handicap.

Nous reviendrons au dixiéme chapitre sur la méthode numérique
employge pour calculer les valeurs de KT et KZ‘

6.4.2 - Détermination des signes des parties imaginaires des pdles

Le signe de la partie complexe de chaque pSle peut Etre mis en
évidence en linéarisant D1(B,K,?) au voisinage de chacumn de ses zérosﬂ

(6.21) Dok %ﬂeh,to,x,f)} [k-%] - 2iE (& - Fi,coc0) au voisinage de K,
K,

(6.22)  2,(0k{) = :_m{m,,(a,xj)} (K-K,] = 2i€ (5~ FK,cos8) au voisinage de K,
K Ry

ce qui peut s'écrire encore :

(6.23)  DEKD ¥ i‘;fﬂf.{')‘(ﬁ,l(,f)} K- (K,-1 (0] au voisinage de K,
,

(6.24)  7DoKT) = %Eﬂc{ 34[°;K:Z>L[K“(Kz‘ 1,0} au voisinage de X,
1

en désignant par i,(0) et i,(0) les termes imaginaires positifs infiniment
petits suivants :

2iE (0= FK cosB)

(6.25) ifo} = =
A RefD(okE
dK ‘l ‘(")}k.

LiE (5 -FKycos8)

(6.26) iz{oh_ ; :
2_RelD (8,K,
Ny

S
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Ltintégrand de Gy (M,M';t) admet toujours, en plus de ses pdles
complexes 3 parties imaginaires finies, deux pSles dont les parties réelles
sont strictement positives et denc les parties imaginaires sont arbitrairement
petites de signe négatif.

6.5 - ETUDE DES POLES DE L'INTEGRAND DE Gj(M,M';t)

6.5.1 - Détermination des pdles

La partie réelle du dénominateur de 1'intégrand de G5 (M,M";t)
est

(6.27) Re.{ D01} = (S+FKeosd) - Kink

L'étude des z&ros de cette fonction sera menée graphiquement 3
partir des équations (6.28).

(6.28) DrFKcosd = *YRERK
/,‘
,I
Y| Y =vyKthK J/
. ] /
,}
Y =%+ FKcos 8 e
,
»
V4
Y =K ; o I
o ’ -
,I ’ﬁ’
Y "_"K ,/ ',ﬂ’
'/,””
] [}
// :
s S
f "
/! ] ]
7/
'
]
y
}
KJ Kc K‘

figure 6.4
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La figure 6.b met en évidence l'existence de deux solutions
réelles strictement positives dans le cas ol cos € est inférieur 3 cos 6.,
d'une solution réelle double strictement positive lorsque cos 8 est égal 3
cos GC et d'aucune solution réelle si cos 8 est supérieur i cos 6.

Dans le cas ¢ cos 6 est nul, 11 ne reste plus qu'une seule
solution réelle strictement positive.

De méme que Re{D1(6,K,Ej}, Re{Dz(B,K,gj} possdde une infinité
de z&ros complexes qu'il n'est pas possible de déterminer analytiquement. K3
et K, seront calculées par la méme méthode que celle employée pour calculer
K; et K,.

6.5.2 - Détermination du pdle doublse

La forme méme des équations (6.28) laisse prévoir que la solu-
tion double ne dépend que de &, et que de la connaissance de @ et de Kc’ il
est possible de déduire la valeur 8. de 1'angle correspondant 3 K. s'il existe.

I1 y aura une solution de multiplicité deux si et seulement si
Re{Dz(e,K,%j} et sa dérivée par rapport 3 K s'annulent simultanément, et donc

s'il existe un angle 6 compris entre -'% et +<% tel que :

(6.29) 1Fcosh o thK |4, 2K
‘fK&K +sh2.l<

En multipliant les deux membres par K et en remplagant F K cos 9
- . - - L) : s 1,
par son expression tirée de (6.28), nous obtenons la relation qui lie w et KC :

e <

(6.30) c".Sgilfx thK

4-_1K
shik,

6.5.3 - Etude de la nature des pdles en fonction de 6.

Si nous substituons dans 1'équation (6.28) prise avec le signe
positif le deuxiéme membre de {6.30) & &, nous obtenons :

(6.31) msec,%y"‘c‘*& [4.‘, Lk ] . A YK thKe -0

2K, shlK F Ke
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I1 n'existe donc un angle §_ appartenant 2 1'intervalle d'intégration que si
le second membre de l'expression (6.31) est inférieur ou €gal a 1'unité,

Le nombre de Strouhal critique v_ correspondant i la valeur unité

de cos 8. peut &tre obtenu i partir des formules (6.30) et (6.31). Il s'écrit :

1
{6.32) \" . hKe [4 _(lke )]
4 shik,

Le tableau 6.1 rassemble les différents résultats cbtenus en
fonction du nombre de Strouhal v.

Les figures 6.c et 6.d montrent respectivement 1'évolution de v,

en_fonction dew‘/-E et la division du planw 3 —LL:en fonction du rapport
h 8 Vgl
tableay 8.
v om e 0 ¢cv <v EYRE TR voo< oy
c < c
cos & =0 Une seule racine réelle positive i{3
0 ¢ cos 8 < cos Gc Deux racines réelles positives Ky < K, < ¥,
cos ¢ = cos Bc Une racine double rdelle positive KC
cos ‘Bc < cos 9 Pas de racine réelle

6.5.4 - Détermination des signes des parties imaginaires des pdles

Dans le cas ol la partie réelle du dénominateur de 1'intégrand
admet deux zéros réels, nous pouvons déterminer le signe de la partie imagi-
A%
naire de chacun des pGles en linéarisant DZ(G,K,E) aux voisinages de K3 et de
K,.
4
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0.2]

0.1,

£t

5 05

figure 6.¢

paramétre : \ hif

04

0.3

0.2}

Q.1

0 i 2 3 wVE/g

figure 6.4
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(6.33)  D,lokD = :_“.Rf.{ﬁz(O,K,E)}K (K-Ky] + 2T (5 +FK,ws0) | au voisinage de K,
1

(6.34) D {9,xE) -_'j_l‘rac{vzta,x,‘é)}‘ (k=Kg) + 2i€ (& + FK,co0) au voisinage de K,
Y

ce qui peut s'écrire encore :

(6.35) (0 x E) :%{ Re{'Dzle,K,f)} [k~ (K,a-i.,la))] au voisinage de K.
K :

(6.36) Dl(B,k,E )z %E.Re{ 'D&(O,lg'ﬁ)} k- (Ke-i lo))) au voisinage de K,
Ke

en désignant par 13(0) et 1,(0) les termes imaginaires positifs infiniment
petits suivants :

218 (5 +Fpeos 8)

(6.37) Lyfe) = - ;
d Re{D6xi)
g Retmoxid

(6.38) L) =+ LE (5 + Fiyoed)
RefD,l8 %,
}K- "{ { A )ikl‘

Lorsque la partie réelle de D2 (8,1(,%’) admet des zéros réels, les
pdles de 1'intégrand de G5(M,M’;t) ont une partie réelle strictement positive
et une partie imaginaire arbitrairement petite de signe positif pour KS et de
signe négatif pour K,.

Dans le cas oQ le nombre de Strouhal est supérieur a v, et ol
cos 8 est supérieur 4 cos 8 o 1'intégrand de Gé (M,M';t) ne posséde que des pSles
complexes 3 parties imaginaires finies.
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6.6 - INTEGRATION DE LA FONCTION Gé(M,M';t)

La partie de la fonction Gé (M,M";t) que nous devons intégrer se pré=-

sente sous la forme suivante :

i o
(6 . 39) - _?_.- Ra {J'dg J‘d, K[zﬂ)d‘xtzt’u eK (~4+i0] i
: nh ) 5K

Parmi les méthodes qui permettent d'intégrer amalytiquement en fonc-
tion de la variable K, nous en avons choisi une qui conduit 3 des fonctions
intégrables analytiquement par rapport 3 €.

O

Considérons les deux identités suivantes

(6 ‘4(}) Cl‘lK (Z')‘n GL!K (1;*4) - %[cﬂ {2-1y . e'l(lz-r) + eKIZfz'-ﬂ.) . -e-i'l {Z+2% 1]]

X n o {ZnedK
6.41) A .22 (4 e K>o

L*intégrand de Gc’}(M,M' ;t) peut s’'écrire simplement :

r‘ 4 -
%i (-4)" [eKC-Z(nMHZ—?.-nn.] . e"‘f-‘u"ﬂ}-z*z'hin.]
n=d

(6.42)

k{-2n+Zez'%in] x{-z(mz)-z-z’u.n.]]
+ & + &

e

-

Cette expression admet pour primitive par rapport & la variable K :

o n[ ek[-?lmi)n--fu‘m eK[—Z{m-iJ-Zd’-;-i.n.]
-4
-]

+
(6.43) -2(ni)e2-2'¢inn ~2h =T ¢4

ekt-Zn +Z+Z 51 ) eK{-Z(m-Z)-Z-Z’q—in.]]

+
~ineZrlinilt 2i{ned)z2~T¢isr

(1) Nous ne saurions utiliser directement la seconde identité puisque la série
n'est pas convergente pour K = 0. Nous devons donec calculer d’abord sa

primitive qui est convergente pour K = 0.
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Le temme (6.39) prend alors la forme suivante :

#NiL

(6.44) _%R:Ui(ﬁ)ﬂ[ 4 . 1 AU, SO ]dg}

n=s “2Unet)ez-Tsin  =2{aa)-ZoT0in ~neslsin -2ned)-Z-24in

-l

Toutes ces fonctions s'intégrent par rapport 3 l1la variable 6 en don-
nant des fonctions de la forme T—lTT ol les Mﬁ sont les images de M' obtenues

par 1'infinité de symétries par rapport 3 SL et E..
Cette méthode présente un inconvénient puisque la série alternée
(6.44) converge lentement. I1 est donc nécessaire de calculer un grand nombre

de termes pour obtenir une précision satisfaisante.

Nous réduirons les temps de calcul en remplagant la série (6.41) par
une somme de fonctions exponentielles réelles obtenue au moyen d'un lissage
/AN-1/. Nous aurons alors :

Ny
(6.45) A=) g d
FK et

La fonction EﬁLK ayant une décroissance de méme type que les exponen-
tielles, six temmes suffiront pour obtenir une excellente précision. L'expres-

sion (6.44) sera alors remplacée par :

+MNz o=
”q ’ *. N ;
A+1-2 ~Z+1’ 147’ -3-2-71] iKQ
6.45) A anﬂ?e{ o | [£DATTT KOc-ze 1 KOLT] kD322 K AKI
nh ned I
- e

Le lissage étant r&alisé une fois pour toutes, nous pouvons en choi-
sir un qui a des exposants et des coefficients réels tels que tous les termes
de (6.46) domnent lieu 3 des intégrales convergentes. Les formules (5.3} et
(5.4) peuvent alors &tre utilisées apreés avoir effectué les changements de va-
riables adéquats. Il vient :

‘ |
(6.47) G MLl A A4 _129.“( LI S SO tos wk
(MMM It TN MM L MM MM T
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avec .
( z:\1 =z +hid-1))

(6.48) T

z’“ P L h ("l'l-.l.)

22 -h (4-1.)

z:“ eeZ h(3-3,)

6.7 - INTEGRATION DE LA FONCTION G; (M,M';t)

La fonction G%(M,M‘;t) se présente sous la forme définie par la for-
mule (6.18) du paragraphe 6.3 que nous rappelons ici :

+NIT o

G;[H,M’;k):“" [__L Re {BEQEJ’AOIJ ch(zs4)chK(z'v) eiknlfdl( }}
Foo*| h ch K {5 ~FReopd) - KthK ~ LT (3 -FKeos 8)]

Nz 9

L'intégration par rapport 3 la variable K n'est pas aussi immédiate
que dans le cas ol la profondeur est illimitée. En effet, toute recherche d'in-
tégration purement analytique est rendue vaine par la présence de fonctions
hyperbeliques au sein du dénominateur, et il serait illusoire d'espérer réali-
ser une intégration purement numérique 3 cause de l'existence de pSles situés
infiniment pré&s de 1'axe réel. Nous ne pourrons donc apporter une solution 3
ce probléme qu'en séparant les difficultés.

Soit alors la décomposition suivante :

6.49 K = 2K +2(K)e?
(6.49) R ({8 - FReas9)e KEhK =217 (3 ~TK o 8)) W)+ 2,60 « Ty k)

avec |
-2K .
%) = - K - Al e - A“‘dﬁ_z_‘i
chK{(Q=FKeas 8P~ KHK] K-K, K~ ¥y

-2
(6.50) Bixy . _Alkde
K=K,+ Lin

2, ) = A €
t K=¥, + Ll
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Expressions dans lesquelles A(K) est une fonction destinée d assurer & P”(K}
et P12£K) un comportement adéquat aux voisinages des pdles. L'exponentielle

e"2K assure, pour sa part, a PH(K) et P12(K) un comportément analogue 3 celu:

de 51217: quand K tend vers 1'infini. Nous avons donc aux voisinages des pSles :

-2K
(6.51) - K___ = _AlKy & au voisinage de K,
ch'K %Elo{'i’«le.l‘,s)}x’[x-u,] K-k,
.1k
(6.52) X L Alud e au voisinage de K,

chK :_K. Re{D, (0,% E)}xfw-*d K-Ky
ce qui donne pour A(K)

b4
(6.53) Alg) o KUt}

TRrxD
< Refd, (0% )

I1 est alors possible de remplacer la fonction PIO(K) qui est régu-
liére, par une série d'exponentielles complexes au moyen d'un lissage, et d'in-
tégrer analytiquement 1'expression suivante en utilisant les résultats de la
troisiéme ammexe :

N
LAl = AKX -2K =1K
(6.54)  chKlzpchKizene | oa e, Ake” _ AQe
nzq ° K~ Kyv iyt K= Kq ¥ Lylor

L'égalité (6.40) nous permet alors de mettre Gi M,M";t) sous la forme

ci-aprés
wt ]
G;[M,H';i-')s-.i_ m&{e J{_Z a,n( 4 . | . 1 . s
b L, NARTT A AeZeZh ABTTRA AT U Ra
(6.55) +A (K} @[K,(z-z'.?.ﬁ.n.)]q-m [k 22 2oial] (K (Zr AN+ RATK, (2T n)])
+Jl““}(64 W2 2 albik (222 all i [K,(azuamm[k,l-z-z'-amﬂ)] de}
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Afin de simplifier 1'écriture et de réduire 1'intervalle d'intégra-
tion par rapport 3 la variable €, nous effectuerons les changements de varia-~

bles suivants :

B22-24i0  5e-ZrZ%ia  HazZelhia Ba-z-Zhia
(6.56)

., o .
g: 2 Z-2%ia ?;:'.-z*f-;ﬁ: :;: z+t'ma 1;"," 2-Z-Z'ri

Nous obtencons alors :
e (11

e’,mn';ah.ﬂ_m{é“ﬂﬁan(d WAL, A A 4,4 4 2 )
4%h n=A ’\n*gl )n":t A"h:‘l ‘\;?"g'l An'g: ln*rx ld’ z"r} A: z"ri

o

(6.57) +MK.}(G'l[“4[5,’2}}"“[&(;{”]*54[&;3]*31(&&‘“]fm(‘:'n]*g["q{gi‘mugﬂ*‘a[“;gf 0])

by

+am)(mtx,{;,-zwﬂc.r:,;z:hm[xg,w[nmw[x,(a'-vlfm(&w;;ra]m[mﬁwww)

En ce qui concerne 1'intégration par rapport & la variable 6, nous
utiliserons la méme méthode numérique que dans le cas oil la profondeur est
illimitée.

I1 est a noter que dans le cas présent les coefficients a_ et les
exposants An sont fonctions de la variable 8 et qu'il n'est donc pas possible
d'utiliser les formules (5.3) et {5.4) pour intégrer la série.

6.8 - INTEGRATICN DE LA FONCTION Gé(khbﬂ;t)

La fonction Gé(M,M‘;t) se présente sous la forme définie par la for-

mule (6.18) du paragraphe 6.3 que nous rappelons ici :

L o
GLIAMLE) « i [ 1 a{a‘“‘jds chK (2 chiizr & x_d }]
Fwgt| Th bk [{B+FKeosd) o thK + i€ [0 FK cos8]]

ik )

L'intégrand de Gé(M,M';t) ayant z&ro, un ou deux pSles réels suivant
les valeurs de v et de cos 8§, l'intégration est plus délicate que dans le cas
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précédent. Plusieurs cas doivent &tre envisagés.

6.8.1 - Cas des racines réelles (cos 8 < cos Bc)

Lorsqu'il existe deux racines réelles, il est possibie d'utili-
ser le méme procédé que celui mis en ceuvre pour intégrer G{(thﬁ;t}. Nous
obtenons aprés avoir décomposé 1'intégrand

_ ¥y 2K -2K
n l.K
(6.58)  f(9%) < chiflzr)dek(z'w4) & ae”, Blle _pkje
[TT] K- KS- L,h) K- Kg‘? i-“li)

expression dans laquelle la fonction lissée est :

Fa

-2 -
(6.59) P K _Be  slkde
2 hR{(GrFKeos o) kthi] K=K, K- K,

avec :
2
(6.60) B(X) 5 K (44 thK)

d_ Re{D, (8K )
m {9, (0,50}

6.8.2 - Cas ot il n'existe pas de racine réelle, mais ol il v a des

racines complexes trés prés de 1'axe réel (cos &_.<cos 0 <cos 01)

Lorsque cos & est supérieur 3 cos BC, 1'intégrand ne posséde pas
de pble réel, mais il admet, 3 l'instar du probléme en profondeur illimité, au
moins deux pGles complexes. Quand cos @ est peu différent de cos 9_, ces deux
pbles sont trés proches de l'axe réel, ce qui rend difficile l'obtention d’un
lissage convenable puisque 1'intégrand posséde un pic fini mais trés localisé.
I1 est donc souhaitable d’isoler ces plles complexes et de les intégrer sépa-
rément. Leur détermination par une méthode amalytizve ou mumérique simple €tant
impossible, nous les remplacerons par les racines de 1'équation obtenue en li-
néarisant K th K au voisinage de K.. Ce procédé fournira de bons résultats dans
la mesure od 1'approximation sera d'autant meilleure que cos 8 sera plus proche
de cos 8., et ol 1'influence des plles (vrais ou lin€arisés) s'estompera quand
la différence cos 6 - cos 0. augmentera.
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La linéarisation de K th X au voisinage de K. permet d'&crire :
(6.61) KthK = K thiK, 5 é_KH-KL[u—K‘] au voisinage de K_
dK .
L'équation linéarisée est alors :
1 2 ? ~ ot i L
(6.62) K (Feos8) - K [th K K, (A-thiK) - 25Fcoc0]¢ &3 4K, (1-thK) = 0

Les coefficients de cette équation peuvent étre transformés en remarquant que,
lorsque 9 et K prennent respectivement les valeurs 8 et K., 1a partie réelle
de DZ(B,K,E) et sa dérivée par rapport 3 K s'annulent. D'ou les relations sui-

vantes :
(6.63) thK o K,{4-thK) - 25Fwsd =2F [Hlcost, - cos) + FK_con 8, )
(6.64) K U-hK,) = K. Fcost -3 o K thK, . ¥

sh2X,

Ce qui permet de mettre le discriminant de (6.62) sous la forme (6.65) :

L
(6.65) = ~bF K hK_{cos® - cos8, ) cost, + :: cos 8)
k1

&

Cette expression est toujours négative puisque cos §_ est inférieur & cos 9.

L' équation (6.62) posséde donc deux racines compleXes qui sont :

(6.66) Z7" ot KthK, - Dcost - WK VK [cosB -cos 0. )(cos O + (1K, [ 5hik,)cos B)
3 Feos®o
. # x

F cos’®
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Nous pouvons alors décomposer 1'int@grand comme précédemment :

(6.68) K = B e B () + B, (K
ch'K [[5+FKusﬂ}”-KH|K] ad %1 B

avec
P K = X K [A+th (Re 231 6™
B K {(BeFRasOI-KEK]  Fcos®® -2/ ){K-24]
t6.69) 2,(K) = +]:‘lvl:|\(ReZ)] 7, ¥

Fles'0[2-2) k-2

2K

2.(K) = DetriRezi))  24e
FlosB{zi-2] -z}

En remplagant PZO (K) par une série d'exponentielles, nous sommes
ramenés 3 intégrer 1'expression suivante :

(6.70) ?(o,rtJ:chk(mld,xuu)e Z aé K ruu.(a.z,n ( &z J
cos'9{z}-2,) \ K~Z)y K-z,

6.83.3 - Cas oil il n'existe pas de racine réelle, et ol les racines com-

plexes sont loin de 1l'axe réel (cos B(':<cos 8)

Lorsque 1'intégrand ne possé&de pas de pdle réel, et que les pdles
complexes sont suffisamment éloignés de 1l'axe réel, il est possible de le rem-
placer totalement par une série d'exponentielles.

N
"
(6.71) K = i a eh
ch'u[{B+FReso)-Kthk] B4

I1 suffit alors d’'intégrer l'expression suivante :

(6.72) pox) = chK(zetychKizsa) e g ane}"K

fizAq
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6.8.4 - Etude particuliere au voisinage de 6.

L'intégration numérique présente au voisinage de 8. des diffi-
cultés analogues 3 celles que mous avons rencontrées dans le cas ol la pro-
fondeur est illimitée. Nous devons donc ré€aliser une intégration analytique
8.t 1.

locale sur un intervalle [ec—ac,

De méme qu'au paragraphe 6.8.2, nous isolerons les pSles linéari-
sés (Ké et K; pour cos 6 inférieur d cos 9, Zé et 2, pour cos & supérieur 3
cos 6.) et remplacerons la partie restante par ume série d'exponentielles.

Nous aurons donc 3 intégrer sur l'intervalle [ed-ac,ec] la fonc=

tion suivante :

. N' 1 y =X r =LK
(6.73)  J0K)= chizsn chk@iy e [Z': a,‘é\‘“ 5 _Arehi) (z6* 2.3 )}
' nz4 Flass (2 2,)\ K-Z) K-z,

et sur 1'intervalle [GC,BC+aC] :

. i) X 2K -
(6.74) f(s,k),chk(zmd.x{zfu)e"‘“[i aﬂé‘" , et (K;e _ K& )J
Aed Flor’e (K-} K=Ky-igfo) KK rilo)

La série d'exponentielles sera intégrée numériquement. Quant-3
la participation des pSles, elle s'écrit :

o ] e [ J, 500, g, ]

shiK.| 4Fcosf,q/ Vsind,

Dans le cas ¢l sin 9. est nul, nous retrouvons une intégrale
divergente, de méme qu’au cinquiéme chapitre.

6.3.5 - Forme générale de Gé(M,M‘;t)

La fonction G5(M,M';t) se présente aprés intégration par rapport
& la variable K sous la forme générale suivante (6.76):
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Chapitre 7

ETUDE ASYMPTOTIQUE DE LA FONCTION DE GREEN
ET AMALYSE DU CHAMP DE VAGUES LOINTAIN
DANS LE CAS OU LA PROFONDEUR EST ILLIMITEE

Nous avons déterminé la fonction de Green au moyen d'une méthode
heuristique, sans pouvoir lui imposer un comportement 3 1l'infini. I1 est donc
nécessaire de faire une 8tude asymptotique de G'(M,M';t) et de vérifier que
la fonction obtenue posséde, 3 l'infini, un comportement compatible avec les
hypothéses qui ont présidé 3 1'Stablissement des équations intégrales.

La fonction de Green représente, i un facteur numérique prés, le
potentiel des vitesses engendré par une source ponctuelle. Nous pourrons donc
déduire de notre analyse la descripticn du champ de vagues lointain engendré

par cette dermiére.

7.1 - POTENTIEL PROCHE ET POTENTIEL LOINTAIN

Le potentiel des vitesses engendré par une source ponctuelle

(7.1) B = & (kv 3,000 4 & ity

aveg .

§{H;E):_Q*[1 24 ]cosut
’ 4T | MM [MN]

+R/L

8,8« -85 Ree™| KiBUKLE) - KyoAlGE) dg}

! L] " A+ 4¥coso
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-@,

éz(n;t),-%mefa‘”“L K3 (8) - K, GHKE) 4o
i { \j‘!-lﬂuse
i
-9
_[i usep-zeen g
J 4Vcos8 -1
-9, .
;ﬁ
i zneren-zeaaE) g

J, ‘\Mﬂwo--i

%

#o
_ i 28188)-263@8) 4o
J 4V¥cosd -

9,

o [
*J' Ky630168) - K, 61(KE) d,]}

;;1-1.3&90
@

Les comportements asymptotiques des fonctions Gi, GZ et G3 {Annexe 3)

permettent de séparer les termes qui décroissent, a priori, au moins comme

———.\1:1, r des autres. Les premiers sont généralement appel&s potentiel proche et
i

les seconds potentiel lointain (1). Dans le cas ol v est supérieur 3 V., nous
écrirons le potentiel proche sous la forme suivante :

It 1%
% 1)
(7.2) Mik) = P(Mb) . T R {g J K62 (K8) = K,G2{X¥) dG}
{ Q‘? §° m ‘l**vmo
AL
-9

-aly

& R { g‘“"[ 162(K;%) -KBL(x5) o
1,/4-470:6
*8c

- 62(2,)~Z6LE%5) 4o
J 4 (056 = A

.| Ke20E) -KG24E) dg}}
J \}1'4‘?&#6

*O,

{1) Notons toutefois qu'ainsi défini le potentiel lointain peuf encore conte-
dernl |
nir des termes dont la décroissance est en .
[“lM'I

L
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Dans le cas ol v est inférieur 3 Ver les deux derniers termes

n'existent pas, et -0 est remplacé par 7/2 dans la deuxiéme intégrale.

Quant au potentiel lointain, nous aurons :
(7.3) . §E(H;H = Qe(ﬂ:h) v 3,M0

avec, en désignant par 8 l'angle pour lequel Q = (X-X')} cos & + (Y-Y') sin &
s'annule (1) :

kS
7.4 M, a_lﬂ od K~° s _'_‘.té_i"_]} X
74 B © l VAtirasd ) VArqvosd

“nie

-’\HL
e X f K5
v TP Kee " dp ]}
7.5 Mt 3_.._.3 s 'PX
75 B { UW*JW <t
g -mt

Dans le cas ol v est supérieur 3 Vs 1'expression de @72(?4;':}
dépend essentiellement de 8. Il vient, en effet :

-0 +3L P
gt [ %8 1 A
(7.6} (Ht-)..-._. Re { [ Kye™ d8 Kye W de Kee ' de
K | E e
s =il
- i
([ 3 ( 1
4+ li 32‘1 de + lzﬁcz" 4o J Pe ' '9‘]
] Vgl | ViJesd A 1!
-'. -8
ot [ 27 [ s 3 K&
@m(ne)_-_q_&{ 3 [.Zse" 2 jKetd | J;_(!e 1
/ IR L (T Y1~ oot
:g‘; +:: -hfL
{ r
¥ ¥
+;z¢z*aa+‘z,,ede ‘5&[9-;1
J V4ren® A ] Nidd A
.ﬁEB; ’?I;Q-
itk Z;S K;;
'5(*”:3:-.._ {ie ;23> dv Kye > d9
J&QIJOssq ¥ J& 1;4 ) ﬁi,ﬂ
“o | o
+ ¢ P, i z"‘ a 3e[-8 48]
J A-tvod | 4\}@9 A a
nig

(1) Par la suite, il sera plus aisé d'écrire = R sin (8-8) en posant alors :

R =K I2(1-Y)Z,  cos B =L et sing = - XX

R
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-5 ouiL
v ot [ (.5 28 4 Ky
(:6) = o2 _Reli 1Z3e d® i Zzelde ke 4
éu ) H { © { J Eﬁawﬂ—d + ilj(uﬁ-“ + ‘Jﬂ-‘smﬂ
% ¥, 48,
-r.% iPe
+ |5 o [ 2o gelstl o2,
J 4-4¥a? 4 {00 -4
-alk
e - A " S .
DHE L Re {\e. [ i e’ de 5 1588 olo Kse * dp

Y ¢
1 ( 11
4 J’ Ifqgk‘l de ¥ Kﬁe“'i 49 ]} Fé t*’sg,"?,:]

Le comportement des vagues proches &tant connu par d&finition, seule
la deuxiéme partie relative au comportement des vagues lointaines nécessite
une £tude approfondie. Puisqu'il s'agit d'analyser les termes qui décroissent
moins vite que la fonction -|—1, , Nous pouvons réaliser un développement

» e m I - » .
asymptotique par la méthode de la phase stationnaire de Cauchy et Kelvinh dont

nous avons rappelé les principaux résultats dans 1'annexe 4.

7.2 - DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE ®, (M;t)

La fonction o, Q(M;t) peut étre mise sous la forme suivante qui est
bien adaptée a l'application du principe de la phase stationnaire :

! ¥
* it R i
(7.7) éﬂ){ﬂ;b) =_ﬁ_£ Re {e { [ﬁ(e) e 8:{%9 .,.J.f,.{o) c“g;te; &9]}

-l ~8L

avec

K, (z+2)

i Ke .
W= | e AL

K, Rin (9 -‘g)

Ky (222’
F,_(B) =i Kat ;
';4 ryes 0

Suivant les valeurs des paramétres 8 et v, les fonctions g]( 9) et
gz(a) possé&dent ou non des maxima, minima, ou des points d'inflexion 3 tan-
gente horizontale qui Jéterminent le comportement de ‘bm(M;t) et de ses déri-
vées i 1'infini. Nous devons donc étudier les conditions d'existence de zéros

g.0) = K, sin (6-9)
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des fonctions g.‘l (8) et gé(e), ainsi que les signes de leurs dérivées en ces

points.

7.2.1 - Etude des zéros de g% {(8)

La fonction g, (8) s'écrit sous sa forme développée :

(7.8) g;(a]: 4*1”‘”8"“:“;“‘9 sin(9-a)

2F*cos®o

et admet pour dérivée :

(7.9) gor= =1 { 2sind sin(0-8) [({m’ms) - Ve 40cosd (4 + Veos e)]
1

1F 05’8 Yi+4Veosd

4 Cos cos(a-i?,) [(4 #llcasp) Vi+4Veasd {1 +2¥cos 9}] }

Cette expression peut &tre transformée en utilisant les identi-

tés suivantes :

plo-g) = SEO-BE M_ni[ﬂ@_d]
P I+ o tes ’ 14 b0 T

et devient alors :

(7.10)  ge) 2Wes s {i[‘”‘""” - *1]+Vd+umo}
4

} Flaetdensd + (fe2dso)Aeidons Jcoso (1] osg

Le premier facteur ne s'annule jamais quand 8 est différent de
+ 7/2. L'étude des z€ros de gi(ej se raméne donc 3 celle des zEros du terme
entre parenthéses, sauf pour les deux bornes du domaine d'intégration pour
lesquelles une étude locale est nécessaire.

Quand 8 tend vers - #/2, g{(8) posséde un développement limité
en foncticon de (8 + »12\:) . Ce dernier s'écrit au deuxiéme ordre prés dans 1'in=-

tervalle [- %, - %4-5[ :

(7.11) g;'{a) = c'.'f'[zs?cosé -s;‘-‘;] + Ez[(J-Jo \?]'Jcasis +49s'...f;}(e+}) * o(h%)"
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La dérivée de la fonction g](e) a donc pour valeur lorsque 6

est égal 4 - ©/2 :
(7.12) g;(.g) = & [20cosy - sing)

et ne s'annule que lorsque B prend la valeur 81 définie par la relation
::gf.%.I = 2V,

La dérivée seconde de g1(8) est en ce méme point :

(7.13) A 5 [4-20¢") cosp + 4T sing]

2
et ne s'annule que lorsque tgB prend la valeur lg%%Fl . I1 convient de remar-

quer que cet angle et &, coincident quand Vv est égal a 1/v2.

Quand @ tend vers B, g;(8) admet pour limite strictement posi-
tive K;(8), quel que soit 8 appartenant 3 1'intervalle [-~%, +‘%].

En ce qui concerne les zéros de g;(e) dans 1'intervalle I- ;,B[,
nous devons étudier 1'équation (7.14).

(7.14) | h,(6) = h, (o)
avec : h,m:i[sitz';éz_a] s R0) . in20-8)
2 CDSF 4 mf,

h:_[ﬂ)-_- - VA+ 4Vesss s H'zlg’ . 205

T4 4V s d

Puisque nous ne nous intéressons ici qu’'d l'existence de solu-
tions en fonction des paramétres 8 et Vv, une Etude graphique nous permettra
de conclure. La mise en ceuvre d'une telle méthode est aisée dans la mesure
ol n, (8) ne dépend que de B et hz(e) ne dépend que de v. Les différents cas
rencontrés sont mis en évidence sur la figure 7.a. Il est clair, en particu-
lier, que pour v supérieur 3 1//7, il existe un angle B appartenant 3 l'in-
tervalle ouvert 1-‘%,0[ tel que gi[ﬁ) posséde un zéro double.

La figure 7.c montre 1'évolution de B, et Bi en fonction du

nombre de Strouhal.



-2

]
o)
=

figure 7.a

figure 7.0
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figure 7.c
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L'ensemble des résultats obtenus est consigné sur la figure 7.h.

7.2.2 - Etude des zéros de gé(e)

La fonction gz(e) se présente sous la forme développée suivante :

(?']5) g;{ﬂ: 4926’«:6 +'V1*+i7cose Sin(ﬂ-p)

2F %0

La dériveée de g,(8) par rapport @ ¢ se déduit de celle de g,(8)
en changeant le signe qui précéde les termes sous radicaux. I1 vient alors :

(7.16) g—'(e) - 2V casf {i [M(w-m_ 4]_ VA+quo}

P P [Aedveos 8 - (A4 20cos8) Vivhleas Jeaso (11 cosg

De méme que précédemment, le premier facteur ne s'annule que
pour £ é€gal & + w/2, et ne présente d'infinitude que lorsque 6 est égal A
+ 7/2. L'étude des zéros est donc réduite i celle des zéros du second fac-
teur, sauf pour les deux bormes du domaine d'intégration pour lesquelles une
étude locale demeure indispensable.

Quand & tend vers - w/2, gé(ej posséde un développement limité
en fonction de (& + %J qui s'écrit dans l'intervalle [~ %4 - %4-5[ :

(7.17} g-z'(olg F:f-s%-_‘i)? [ans‘g +(ﬁnF}Zch|5)(B+‘£) ¥o (B*E]"]

gé[e) n'a donc pas de limite finie quand 8 tend vers - 7/2, et n'est donc
jamais nulle en ce point.

Quand & tend vers 8 (différent de * n/2), g4(8) admet pour
limite K,(8) qui est toujours strictement positif. Si 8 est égal 4 » w/2,
g-(8) ne posséde pas de limite finie.

En ce qui concernme les zéros de g}(9) dans 1'intervalle 1-%,810,

nous devons étudier l'équation suivante :

(7.18) h(e) = _h (8)

Nous aurons 3 nouveau recours 3 une étude graphique. La figure
7.b montre que l1'équation (7.18) n'admet de solution dans 1'intervalle ]--%,3[
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que si B est supérieur ou €gal 3 1l'angle B, pour lequel il existe 82 vérifiant :
t /
h (02) = - h,(0,)

En particulier, quand v tend vers z&€ro, la valeur limite de tg8,
est /8, c'est-3-dire que B, tend vers l'angle de Kelvin By- Quand v est stric-
tement positif, B, est supérieur a By. la figure 7.c montre 1'évolution de 8,.

Les résultats obtenus sont rassemblés sur la figure 7.h.

7.3 - DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE @, (M;t)

La fonction QZQ(M;tJ a une formulation qui dépend de la valeur du
nombre de Strouhal. Nous &tudierons donc séparément les différents cas.

7.3.1 - Cas ot v est inférieur 3 1/4

Quand v est inférieur 3 Ves ¢2£ (M;t) peut s'écrire sous la forme
suivante, adaptée 3 l'application de la phase stationnaire.

{1
-0 ik i
(7.19)  §, M ,_zi:i& {,_“""[ [;3[9)3 £0 1, e 5o cnszle)do]}

Iﬂ -2
avec

K, (2v2")
£0) =i K’
’\(4-490:9

j g;{a) = Ky sino-0)

£ . K e.K"(z"z'" K. 50
‘.19) = _Lm_;.__ ; g;(s) = I'Sm('?-!ﬁ)

De méme que précédemment, nous devons étudier 1l'existence de
z&ros de g's(e) et g&(e) en fonction des paramétres B et v.

7.3.1.1 - Etude des zéros de gé(ej

La fonction g-(8) s'écrit sous la forme dévelappée
suivante :

(7.20) ge « A-270088 = YA- Lcsd
_ 3

1P westo

fin (9-?)
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La dérivée de gs(e) par rapport 3 6 se déduit de celle de g1(8) en changeant
le signe qui précéde les termes contenant v. Il vient alors :

(7.21) g-'m, Wess 1[“*‘”'9-4 + Y= Pesd
Vo - 4Pus0 ¥ (- 2o oVA-LVest Jeosd (2| cosp

Le premier facteur ne s'annule jamais quand 3 est

~

différent de + w/2. L'étude des zé€ros de gé(s) se raméne donc 3 celle des
zéros du terme entre parenthéses, sauf pour les deux bornes du domaine d'in-
tégration pour lesquelles une étude locale est nécessaire.

Quand 6 tend vers 8, g%(e) admet pour limite stricte-
ment positive KS(B)’ quel que soit B appartenant 3 l'intervalle [- %, + ;-].

Quand 6 tend vers w/2, g:',,(e) posséde un développement
limité en fonction de (-7-2E - 9) qui s'écrit dans 1'intervalle ]Fz--e, %] :

r - Ll » t
(7.22) g;(ﬂ) a..mi[i'?mtg-sinﬂ - [(J-Jﬂ&)asf+ 4v s:nP] (%-9) + o(’%-ﬂ)
La dérivée de la fonction 33(9) a donc pour valeur lorsque 8 est égal a /2 :

(?. 23) g’;{}) = ..C.:)l [19“8? -S;U‘P]

et ne s'annule que lorsque B prend la valeur g4 précédemment définie. La dé-

rivée seconde de gs(a) est en ce méme point :

(7289 (3)= =B [ld-dov*) cong + sim ]

et reste strictement négative pour tout v inférieur 3 1/4.

En ce qui concerne les zéros de gé[e) dans 1'inter-

valle ouvert 18, 1}(, nous devons étudier les solutions de l'expression (7.25).

(7.28) h4 (0= hy(8

avec .

hyf6) = - ¥A-iPwso o hlipy . _2Vsine
¥ ! : 'U‘l-hsh:na



Les différents cas rencontrés lors de 1'é&tude graphi-

que sont mis en évidence sur la figure 7.d.

L'ensemble des résultats cobtenus ont été rassemblés
sur la figure 7.h.

La fonction g4(e) se présente sous la forme dévelop-

pée sulvante :

(7.26) g;(ﬁ’: 4-2Vc0s 8 +Af4= 4V ers0 Sin (6= ﬁ,

LPlene*s

La dérivée de g4[8) se déduit de celle de g1(8) en changeant les signes qui
précédent les termes contenant v et les termes sous radicaux. Il vient alors :

7.2 g 20"cos {;L [w (ze-4) -4}_@::9}
[A-4¥cosd ~{d-Wes o) VA-hfwso Jeaso | 1 | cosg
De méme que précédemment, le premier facteur ne s'an-
nule que pour B &gal & + #/2, et ne présente d'infinitude que lorsque & est
dgal a4 + m/2. L'étude des zéros est donc réduite & celles des zéros du second
facteur, sauf pour les bornes du domaine d'intégration pour lesquelles une
étude locale demeure indispensable.

Quand © tend vers -m/2, g,(8) posséde un développe-
ment limité en fonction de (6 + %) qui s'écrit dans 1'intervalle D-;,-—% +e[

7.2 ! 2 a ]
(7.28) AlE W[ m[;«l-[s‘mP ZMF,)(Ga- }+ofo+ )
g&(e) n'a donc pas de limite finie quand 6 tend vers -w/2, et n'est donc
jamais nulle en ce point.

Quand 0 tend vers g (différent de + v/2}, gi(e) admet
pour limite K4(B) qui est toujours strictement positif. Si 8 est égal 2 + #/2,

g&[a) ne posséde pas de limite finie.
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figure 7.2
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En ce qui concerne les zéros de g&(e) dans 1'inter-

valle ]—'%, B [, nous devons étudier 1'équation suivante :

(7.29) h,(e) = -h,(0)

La figure 7.e montre que cette équation n'admet de
solution dans 1'intervalle ]—‘%, Bl que si 8 est supérieur ou égal 3 un angle
84 pour lequel il existe 8, tel que :

hy(8,) = ~hyle,)

hy(9,) = ~hy(0,)

Quand v tend vers zéro, la valeur limite de tg8, est
V8, c'est-a-dire que B, tend vers l'angle de Kelvin Bg Quand v est stricte-
ment positif, 8, est inférieur i BK. La figure 7.c rend compte de 1'éveolution
de B, en fonction de v.

L'ensemble des résultats obtenus est décrit par la

figure 7.h.

7.3.2 - Cas ol v est compris entre /4 et 1/2

Fade

Dans le cas ol v est compris entre les valeurs 1/4 et 1/2, la
fonction @22(M;t) peut s'écrire sous la forme suivante en fonction de 8
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-B. lm
-tk ) R {0}
(7.30) g, i')=-—e [Re{ * [ f, (o}e REe deo 4 fh(e)e' 5% 4o
Jﬁ QJO.,
e
R0 g (o}
faoe "4 de 1 {@e w0y “ Pe[-- -9J
J o
)] B
"I‘ nll.
=itk iRe (6) iR o)
B, MY .9 R { { F(o)e. &l do , | (0)e 5% 1o
¢ 2t J J
"90 9
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T e
avec :
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Vi-ivese 2
[
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Re(z®)
o 248 . s 2¢2 V:.T‘— A~2V006 8 ;
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i T

7.3.2.1 « Etude des z&ros de gé1(8)

La fonction g31(8) est identique 3 la fonction gé(e)
du paragraphe précédent et 1'&tude que nous en avons faite reste valable
moyennant quelques précautions au sujet des bornes d'intégration - 8. et + 3,
pour lesquelles une &tude locale s’impose.

Au voisinage de - 8., 85;(8) admet un développement
1imité en fonction de la variable (-ec-e) qui s'écrit sur 1'intervalle
]-ec-e, -GC] :

(7.31) g;{.,,:.a‘ [i . H_;%v-o;a ] s 0{-9,-0)

Lorsque 8 tend vers -6, gé1(9) posséde une limite non nulle indépendante des
deux paramétres v et B.

Au voisinage de +ec, gé1(9) admet un développement
limité en fonction de 1a variable (B-BC) qui s'écrit sur l'intervalle

[ec, 8C+e[ :

8
7.32 ‘(¢) = o4 13" Vo-a‘ + o{e~8.)
(7.32) g ""’[ T ]

Lorsque 6 tend vers 0., 331(8) posséde une limite non nulle indépendante des
deux paramétres v et B.

La figure 7.f met en ¢vidence l'existence d'un angle
83 pour lequel géi{e) adnet un zéro double, et montre que pour v = 1/2/3 les
angles 8, et 9. sont 8gaux 3 /6, ce qu'il est facile de vérifier en écrivant
1'égalité entre tgs1 = 2V et tgec = /16v“-1. Il convient également de noter
que lorsque v est égal 3 1/2, B prend la valeur /4, et 8_ est ggal 3 w/3.
Par ailleurs, 8, s'annule quand v est égal & v2/27.

Le détail des résultats obtenus est donné par la

figure 7.h.
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B=0° v=0.26 v=1/2/T v=).5
-17]2 0 8*300 2
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figure 7.4
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7.3.2.2 - Etude des zéros de g;H(B)

La fonction g&1(e) est identique 3 la fonction g&(e)
du paragraphe 7.3.1, et 1'étude que ncous en avons faite reste valable, sauf
pour les bornes d'intégration -9, et +ec au sujet desquelles une étude locale

est nécessaire.
Au voisinage de -ec, g&1(8) admet un développemehr
1imité en fonction de la variable (-BC-B) qui s'écrit sur 1'intervalle

]-Bc-e, —GC] :

ted Voo
7 L] 33 4 - ~z ‘1 - : & : ‘960 e - 4.

Lorsque ¢ tend vers “8» g&T(BJ posséde une limite non nulle indépendante des
deux paramétres v et 8.

Au voisinage de +6, g&1(8) admet un développement
limité en fonction de la variable e-ec qui s'écrit sur 1'intervalle [Bc, 6C+s[:

' - Exn B,
(7.34) g (0)= bt 11 L2 Vee, |10(p-9)
i 1%3:-..5,
Lorsque 6 tend vers +éc, g41(9) posséde une limite non nulle indépendante des
paramétres v et B.
La figure 7.g montre que g;”(e) n'admet pas de zéro
quand 3 est inférieur & ec, et admet un seul zéro qui correspond 34 un minimum

de g,,(8) quand B est supérieur 3 6.

Les pdles complexes n'apparaissent que dans des inté-
grales dont le support est inclus dans 1'intervalle [-GC,+8C}, c'est-3-dire
qu'alors les fonctions f32[8) et fdzCe) possédent des facteurs exponentiels
dont les parties réelles s'écrivent respectivement :

= iy A~ 2Ycose eos9-4
(7.35%) z+2Z e .g-R SM(B )
( ) LFste 218%™ -{3

(7.36) (z+Z') A-tdesd g yiTesd-A sia{o-)

21F%cos®p 1 £¥tas?y
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Or 23 n'intervient que dans le cas ol 8 est inférieur 4 B8, c'est-a-dire quand
sin (8-8) est négatif, et 24 n'intervient que dans le cas oll 8 est supérieur
3 3, c'est-3-dire quand sin (0-8) est positif. Il s'ensuit que les intégrales
sur les supports inclus dans les intervalles‘[-ec,+ecl ont un comportement
asymptotique exponentiel décroissant, et ne participent pas i la représenta-~
tion du champ de vague lointain.

7.3.3 -~ Cas ot v est supérieur & 1/2

Quand v est supérieur 3 1/2, ¢22(M;t) a alors sa fomme la plus
générale domnée par la formule (7.6). L'étude réalisée aux paragraphes 7.3.1
et 7.3.2 demeure valable puisque le nouvel intervalle {-eé,+aé] n'apporte
aucune contribution au potentiel lointain.

Nous devons cependant &tudier les cas particuliers qui sont
susceptibles de se présenter. '

Nous avons vu au paragraphe 7.3.2.1 qu'il existe un
angle Bz, correspondant d un zéro double, dont on peut remarguer sur la figure
7.£ qu'il varie en fonction de v en se déplagant vers BT' La valeur de v pour
laquelle 83 et 8, sont ggaux peut etre déterminée analytiquement puisqu'alors
les dérivées d'ordre deux et trois du second facteur de (7.21) doivent &tre -
nulles pour & égal a w/2 (la fonction g31(%9 etant différente de zéro).

Les dérivées secondes de hi(e) et hé(e) sont :

(7.37) W ma_-2 sxep) i B ea— 2L leosof-ticase) - 295ia"s
wp 3 (4= [eas 9)2

leur 8galité quand @ est égal 3 n/2 impose la relation suivante :
(A
(7.38) 2y =1

ce qui implique que v est égal 3 1//27. Puisque 1'8galité des dérivées premié-
res impose la relation tgd = 2v, alorS‘B1 = 83 = arctg(v2).
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7.3.3.2 - Etude des zéros de g&1(8)

L'étude de g&1(6) est nettement plus simple que celle
de gél(e), et aucun changement n'intervient quand v est supérieur 3 1/Z.
L'étude du paragraphe 7.3.2.2 s'applique donc sans modificatioq au cas pré-

sent.

7.3.3.3 - Contribution des pOles_complexes

L'introduction d'un nouvel intervalle I-eé,+6é] ne
participant pas 4 la représentation du champ de vagues lointain ne modifie
pas les ré&sultats du paragraphe 7.3.2.3 qui doivent alors &tre appliqués aux
H - At L
intervalles | Bc, ec] et [BC,GC].

7.4 - DESCRIPTION DU CHAMP DE VAGUES LOINTAIN

L'étude que nous venons d'effectuer et les résultats de la quatriéme
annexe nous permettent de déterminer la partie principale de la fonction po-
tentiel de vitcsse en analysant successivement la contribution de chaque pble

suivant les valeurs de v et de B.

7.4.1 - Contribution du péle K,

7.4.1.1 - Cas_ol v_est_inférieur 1//2

Quand 8 appartient 3 1'intervalle [- %,B]{, la partie
principale de la contribution de K; au potentiel des vitesses décroit comme
R,

Quand 8 appartient 3 1'intervalle [B8,,+ %J, la contri-
buticn de K, au potentiel des vitesses a pour partie principale (1} :

(7.39) 300« & e { N e—i[-RK,(easin{ﬂ',-})-ut-'!’a]}
-4t )
avec A, = ﬁ[ﬂ;} 15'5.;;)1 R [4+0(Rm)]

("1} Nous désignerons respectivement par ei, ei at 8'{ les zéros de gi(O) suivant

-

qu'il s'agit d'un point d'inflexion & tangente horizontale, un aminima ou un

maxima.



L'expression (7.39) caractérise une onde progressive se dirigeant, par rapport
au repére relatif, dans la direction définie par 8% + 7 lorsqu'on 1l'observe
dans la direction B. Dans le repére absolu, la pulsation de cette houle est

dans la direction 8 :

(7.40) . T, = @ + FK, (0} cos (0rm)

La célérité de 1'onde est alors :

>0

(7.41) B, = Ucest) [_;__ 4]=3. [4+ A+ 49cos 0,
FK. {0 cos 8] 16

La figure 7.1 montre 1'allure et le sens de propaga-
tion du champ de vagues lointain 1ié 3 Ky-

7.4.1.2 - Cas_od_v_est égal 3 1//2

Quand v prend la valeur 1/v2, les résultats précédents
restent valables quand 8 appartient aux intervalles [- %,B1£ et 1B,,+ %],
mais ®(X,) devient quand 8 est égal a B, (= 54° 44")

(7.42) Bk « & " Re { "[m corpy-ot] }

403

AL )_wz[ ] [ 0™

FAS))

La configuration du champ de vagues lointain domnée
par la figure 7.1 n'est pas modifige.

7.4.1.3 - Cas_oi_v_est_supérieur 3 _1//7

Quand 8 appartient i 1'intervalle [- 7,8/(, la partie
principale de la contribution de K au potentiel des vitesses décroit comme
R-‘I

Quand B8 est égal & 81, la contribution de K; est don-
née par la formule (7.42} en y remplagant B4 par B{.



figure 7.j
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Quand B appartient & 1'intervalle JB;,BI], la partie
principale de la contribution de K1 est :
~i[-RK,(B,) sinld,-3)-wb-
(7.43) §{x‘}=£2 Re gai e.‘[ Ky(Ba) sintd),-g)-ct-1]
2y

+ K,

‘ e-i(-ax‘(o:):i.co;.g)-aug]}

avec : Ay =510 ‘}]?g-:v’T e [1+0(5 ")

» ~4{L -4i3
AT, £ (ot m R [1+6{( )
o= 5 Yz * ]

Nous nous trouvons donc ici en présence de deux systémes d'ondes dont les

directions de propagation observées dans la direction B sont définies par les
angles 8} +m et 65 ~. En particulier, quand 8 est égal 3 8, ces directions
sont confondues et égales 3 6]+w, les deux systémes sont alors en quadrature.

Dans le repére absolu, les pulsations de ces houles sont respectivement :

(7.44) 5";' =i+ FX(04) cos{ye9)

8 + FK (00 e (00

et leurs célérités sont :

- T [
E;; Ucass, [_..{.2’._.__4 = B[4 +VAriveosd | 5o

E: = UCBSB: [_...é_._._ 11. & ’1+V‘I+49u:3“] >0

Fra0])as o, | o

E

(7.48)

Quand 8 appartient 4 1'intervalle 18,, %], la contri-
bution de K, est donnée par la formule (7.39).

La figure 7.j montre 1'allure et le sens de propaga-
tion de chacun des champs de vagues lointains liés 3 K1.
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7.4.2 - Contribution du pSle X,

Quand B appartient 3 1'intervalle [-%,82[, la partie principalie
de la contribution de K, au potentiel des vitesses décroit comme R’

Quand B est &gal 3 B,, la contribution de K, au potentiel des
vitesses a pour partie principale :

(7.46) BlK,) = .Gﬁ_m { A e [-RK,(8,) sin{0,-4,)- utl}
Al
avec : A, = £8,) %‘2’_’, []g“(e);] R [41_0( u]
(]

Quand 8 appartient i 1'intervalle ]BZ’ %[, la partie principale
de 1la contribution de Kz s'écrit ¢

(7.47) iy 85 & { N SIERK,(0)) in(6]-)-ut 1]
..1[ R¥, (0 )sin (€7~ ri,)-utq.'ﬂ]}
¥ :.
: £ Sl YRl
avec Ay s £6)) IS‘ fe;) R [1+0(&)]
A, £,06] w6 (8"
) 3'79: )' [ )]

Il existe donc deux systeémes d'ondes dont les directions de propagation ob-
servées dans la direction 8 sont définies par les angles 8} +w et 8L+ 7. Dans
le repére absclu, les pulsations de ces houles sont respectivement :

[

2 D+ FR9]) cos(0]em)

(7.43)

T =@+ FKy(8]) cos (814m)
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et leurs célérités sont :

-
-~ R

( L’;; UCMG;_ b 1.5 4...1/4“.*):»#;_]
(7.49) ' bFK‘(O:)mO;_ ] twl

o - - r
Crelcosdy | © 4] .81 4 _Vieivess]
FR (6] Jeas O] Wl

Quand 8 est &gal 3 n/2, la contribution de K2 se Téduit aux

1)

seuls termes contenant 82.

I1 convient de noter que, lorsque B est é&gal 2 Bz, les direc~
tions des deux systémes de vagues se confondent en une seule définie par 0,4+,
et qu'alors les deux champs de vagues sont en quadrature.

La figure 7.k donne l'allure et le sens de propagation de chaque
champ de vagues lointain 1ié 3 KZ‘

<

figure 7.K



- 125 -

7.4.3 - Contribution du pdle K,

Quand 8 appartient 3 1'intervalle [--Tzr-, 811 , la con-
tribution de K; au potentiel des vitesses a pour partie principale :

_ Q*
(7.50) §(u,)=-u_£ Re

~-4i ~-4fL
avec : A;:.%(B;) ‘{lé?ﬁ;}l R [41- 0RR )]

{ A’; ci'iﬁn,lejmn(o:-‘g}-mt -1:.]}

Cette expression caractérise une onde progressive se dirigeant, par rapport
au repére relatif, dans la direction définie par 81 lorsqu'on 1'observe dans
la direction 8. Dans le repére absolu, la pulsation de cette houle est dans
la direction B :

(7.51) Gawr FK3[9;') cos )
et la célérité de l'onde s'écrit :

(7.52) b 2 Ucord] [_____53_____ _4] £ [«11-\!4-1.9@:0; J S0
3 FK,(07) cas 8 to

Quand 8 appartient 3 1'intervalle ]E,1 y * %], la par-
tie principale de la contribution de K3 au potentiel des vitesses décroit
-1
comme R ',

La figure 7.1 montre l'allure et le sens de propaga-
tion du champ de vagues asymptotique lié 3 Ks.

e k. P P e——— .

Quand 3 appartient d 1'intervalle [ - %, 63[, la par-

tie principale de la contribution de K3 au potentiel des vitesses décroit

comme R,
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-~

Quand B est égal 3 83, la contribution de K3 ila

fonction potentiel des vitesses s'écrit :

i ; -
(7.53) 861 = 0 Re { Alc;._a\c,ta,}m(o,-p,) mt]}
mt
A3
~4/3 =Af3
avec : M’Pta)rﬂ'm[ 2 ] R [1s+0(z )
_ el (T2 [ )

Quand 8 appartient 3 1'intervalle ]BS’ 8 L la contri-
bution de K; au champ de vagues asymptotique est donnée par 1'expression sui-
vante :

> i i{RKle) sin (0)-g) = ok e L]
(7.54) i) = - %{me { Aje 4 3
. . A; ;[ﬁ“;(ﬁ)sin(ﬁ;.ﬁ)_«,t_%]}
avec : A . £(6)) 11 R“‘“ o0&
3% "3 Al (4+ j
~4{z an
A< £, (0] I g e 0l
) Y LR

Neus avons alors deux systémes de vagues dont les directions de propagation
observées dans la direction 8 sont définies par les angles 8'3 et eg. En parti-
culier, quand 8 est égal 3 83, ces directions sont confondues et égales a 63,
les deux systémes sont alors en quadrature. Dans le repére absolu, les pulsa-
tions de ces houles sont respectivement

o d a~ F

t
(7.55)

g;




figure 7.1
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et leurs célérités sont :
- [ — 1 [ i

B‘_-_ Uc,nsB; __t:‘_______ 1 1]a 11-’\’!-&?@39;
| EKy(63)cos8) ] i j

ra U‘ﬂe; ra— ~-1]|= ‘{1"“"-"\’039;

RLATATE:A )

3

(7.56)

Bl

Quand B appartient & 1'intervalle [0_, 8,1, la con-
tribution du pdle KS est donnée par les formules précédentes réduites aux

Tt
-

seuls termes contenant © 3

Quand B appartient 3 1'intervalle ]BT’ +%], la partie
principale de la contribution de K3 au potentiel des vitesses décroit comme

-

R .

La figure 7.m montre l'allure et le sens de propaga-
tion du champ de vagues asymptotique 1ié au pdle Ks.

La figure 7.n représente le cas particulier ol v est
égal a4 1/2/3 pour leguel 1l'intervalle {BC,B1] est réduit 3 un seul point puis-
.qu'alors 8_ et 8, sont égaux.

7.4.3.3 - Cas_ou_v_appartient 3 l'intervalle 11/2/3, 1//7]

Quand B8 appartient 3 1l'intervalle [- %, 83{, la par-
tie principale de la contribution de KS au potentiel des vitesses décroit

comme R,

Quand B est égal 3 Bz, la contribution de K; 3 la
fonction potentiel des vitesses est donnée par la formule (7.53}.

Quand 8 appartient 3 1'intervalle ]BS’ 8,1, la con-
tribution de K3 au champ de vagues asymptotique est donnée par l'expression
(7.54).

Quand 8 appartient 3 l'intervalle ];31, 8., la con-
tribution de K; est donnée par les formules suivantes :

(7.57) $(K)=-2_ Re jA) e

& { A i{:x,(e;)sin(e,-?)-ht,% ]}
nt 3
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figure 7.0
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: F 9 R 1+0 K
avec {0} 18;191 [ +0t ]

La pulsation et la célérité de ce systéme d’onde sont données par les formules
(7.55) et (7.56).

Quand B appartient 3 1'intervalle [Bc,-+%l, la contri-
bution de K3 au potentiel des vitesses a une partie principale qui décroit

comme R
La figure 7.0 montre l'allure et le sens de propaga-
tion du champ de vagues asymptotique 1ié au pble KS’

La figure 7.p représente le cas particulier ol v est
égal 3 1/Y/2 pour lequel 1'intervalle 18-, B,] est réduit 2 un seul point puis-
qu’alors B et B, sont égaux.

7.4.3.4 - Cas_ol_v_est supérieur 3 1//2

Quand 3 appartient aux intervalles [- %3 BTE et
[ec, + %], la contribution du pdle KS i la fonction potentiel des vitesses a

une partie principale qui décroit comme R7Y.

Quand B appartient 3 1l'intervalle {BT’ 9 {, la con-
tribution de K3 est donnée par la formule (7.57).

La figure 7.q montre l'allure et le sens de propaga-
tion du champ de vagues lointain pris en compte par Ks-

7.4.4 - Contribution du pdle K,

Quand R appartient 3 1'intervalle (- 2 ol 84[, le terme
principal de la fonction @(Kq) Jécroit comme R !.

Quand B est égal 3 84, la contribution de K4 au poten-
tiel des vitesses a pour partie principale :



figure 7.p

figore 7.9



: HECALAETIU ~wi
(7.58) @(Kc.)hf_*t Re.{"*ge.[ idsin 1) u]}
. |

AB a3 A3
avee A, s £6) r‘“”[ 6 I R[4+ O(a
S A | X [ ]

Quand 8 appartient d 1'intervalle I8, %[, la partie
principale de la contribution de K, s'écrit :

o o
(7.59) Bixg=- & Re { NICATALICIREE S Y
e 4

?Ag

avec H_ F[B,'] 1H{W 3-1.':. [44-(3(9:4(;)]

-4t -
R[4+ (")

» é[ﬂ K’|{9: )J‘in@:-'f;)-ul: -%] }

- £ Lo
Ky o) ma

Nous avons ici encore deux systémes d'ondes dont les directions de propagatiocn,
observées suivant la direction B, sont définies par les angles 6 et gy. Quand
8 est égal 3 8 1r <es deux systémes sont en quadrature. Les pulsations de ces
houles sont respectivement dans le repére absclu :

T, =&+ PK,(9,) cos B,

(7.60)

Tl e &+ FK(0]) cosD]

et leurs célérités sont :
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figure 7.r

figure 7.s



- 134 -

r } P ~ b
g"l’ = Ucos 9; __-.I:.’......__ - 1 E
| FK, {0y )cos 9}

2 Yoot B 4.8 [1-M{Twh | >0

. 4= = %

_FKH(O“") Lof a; N ZQ L o

eI®

r"l -W-Hma; S0

(7.61)

Quand B est é&gal 3 %, seuls les termes contenant 84
subsistent.
La figure 7.r montre l'allure et le sens de propaga-

tion de chaque champ de vagues lointain 1ié 3 K4.

7.4.4.2 - Cas_ol_v_est supérieur_a_1/4

Quand 8 appartient 3 1'intervalle [- %, BC], la con-

tribution de K, au potentiel des vitesses a une partie principale qui décroit

conrme R-'1 .

Quand B appartient 3 1'intervalle Iec,-+%{, la contri-

bution de K4 est domnée par l'expression suivante :

- I ' - - ‘q
(7.62) P(K"“’ZS% 2. {A’q es[txua;)smte‘s. §) ul:wr]}
) |

. ' i -\ =4/
avec : A, =ﬁ‘(9h) '?.::;?gm R [1+6{ ]

La pulsation et 1la célérité sont domnées par les formules (7.60) et (7.61).

Quand 8 est égal 3 %, ¢(K4) décroit comme R"1.

La figure 7.s montre 1'allure et le sens de propaga-

tion du champ de vagues asymptotique lié 3 K4.

7.4.5 = Conclusion

L'analyse que nous venons d'achever nous permet désormais
d'avoir une idé€e précise du champ de vagues asymptotique. La figure 7.t mon-
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tre son évolution en fonction de w.

I1 est 3 noter que nous obtenons ici de maniére précise les
allures générales données par E. BECKER /HY-Z/.

7.5 - CONDITION DE RADIATION A L'INFINI

L'analyse du champ de vagues asymptotique, et plus particulidrement
la détermination des c&lérités des différentes ondes, nous fournit les moyens
d'énoncer de maniére simple la condition de radiaticn a 1'infini qui porte

sur deux points.

AV

"Aucun systéme d'onde ayant, ou pouvant avoir en fonction de F et w,

dans le repére absolu, une vitesse de groupe supérieure ou &gale 3 la vitesse
du solide ne peut converger vers celui-ci.

Aucun systéme d'onde ayant, dans le repére absolu, une vitesse de
groupe inférieure ou égale 3 la vitesse moyenne de la caréne ne peut se pro-

pager en avant de celle-ci."”

11 est possible de condenser les deux parties de 1'énoncé en écri-

vant :
"L'énergie de tous les systdmes de vagues engendrés par le solide

s'éloigne de ce dernier’.

Cette condition générale englobe bien évidemment les deux cas par-
ticuliers de la diffraction-radiation 3 vitesse nulle et du probléme de
Neumann - Kelvin.

CQuand la vitesse moyemne est nulle, la premiére partie du premier
énoncé et le deuxiéme énoncé s'identifient 3 la condition de Sommerfeld usuel-

le, la seconde partie du premier énoncé n'impose alors aucune contrainte.

Quand la pulsation est nulle, la premigre partie du premier énoncé
n'est plus contraignante, mais la seconde indique , comme le deuxigme énonce,
que le plan d'eau n'est pas perturbé 3 1'infini amont puisqu'alors la vitesse

de groupe est la moitié de la vitesse du navire.

I1 est aisé de voir que le champ de vagues obtenu au moyen du modéle
du fluide presque parfait vérifie la condition de radiation, et que, si nous
changeons le signe de £, nous obtenons un champ de vagues lointain symétrique

du précédent par rapport 3 l'axe oy qui serait en contradiction formelle avec
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elle. La solution obtenue au moyen du modéle mathématique du fluide parfait
étant une combinaison linéaire des deux précédentes, la condition de radia-
tion que nous avons détermin€e permet de trier les solutions mathématiques pour
ne garder que celle qui correspond 3 la réalité physique.

7.6 - ETUDE DU CAS PARTICULIER v = 1/4

Quand v prend la valeur v, = 1/4, la fonction de Green n'est pas
définie puisqu'alors la deuxiéme intégrale n'est pas convergente. La question
se pose donc de savoir 3 quel phénoméne physique correspond cette discontinui-
té du modéle mathématique, et ce qu'il en résulte pour l'allure du champ de
vague asymptotique.

Lorsque v est égal 3 v, la célérité des vagues engendrées sur

1'axe du déplacement, vers l'avant (8 = ~ n/2), est :
(7.63) &. L . L . 2u
1w PRy

Ainsi, la vitesse de groupe est &gale, dans le repére absolu, i la vitesse de
route U.

Dans le repére relatif, la célérité des ondes est alors égale 4 U
et 1la vitesse de groupe est nulle ; on observe denc un effet de bourrage
&nergétique.

Lorsque v est supérieur 3 Ves Un cbne de demi angle (% + 33J axé
sur ox, dans lequel aucun systéme de vagues lointaines ne peut se propager,
apparait.

Les figures 7.u présentent l'allure des configurations limites quand
v tend vers 1/4 par valeurs inférieures et par valeurs supériesures.

7.7 - ETUDE DE L'INTEGRALE A L'INFINI

I1 nous reste désormais i montrer que les intégrales 3 l'infini sont
nulles. Remarquons tout d'abord que 1'intégrale de contour issue de 1'applica-
tion du th&oréme de Stokes a le méme comportement que 1'intégrale surg. [1
résulte, en effet, de 1'étude asymptotique précédente que la fonction poten-
tiel des vitesses, la fonction de Green et leurs dérivées ont le méme compor-






- 139 ~

tement 3 1'infini, et tous les intégrands sont le produit de deux au meins de

ces quantités.

Soit D le domaine fluide limité par la caréneC, la surface libre
SL et la surface de contrdle I qui se compose d'un tronc de cylindre L, de
rayon R, de hauteur h, dont l'axe vertical est centré en O] et d'un disque 52
paralléle 3 SL et situé 3 la cOte -h

figure 7.y

Le probléme 3 résoudre, aprés l'introduction de la fonction de
Green, consiste 3 déterminer la solution ¢(M;t) de 1'&quation intégrale issue
de la représentation suivante :

(7.64) 3 = 'Ic[b,r;‘](n;k) + 103,60 YMeDd

-

ou IC et IZ symbelisent les intégrales sur les supports C et I.

Nous avons en fait déterminé une fonction ¥(M;t)} qui est solutrion de

1'équation issue de la représentation (7.65).

(7.65) Pl = 1.0¢,6 1M
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I1 est clair que Y (M;t) et ¢ (M;t) coincideront en tout point de D
si, et seulement si, IZ['{’,G'] {M;t) est identiquement nulle en tout point M
de D.

La représentation (7.64) ayant &té obtenue par application de la
formule de Green, ¢ {M;t) est indépendante de I et donc de R et h. Ainsi, puis-
que IC [9;G"] (M;t) n'est pas fonction de I, Iz[cb,G'] (M;t) est également
indépendante de I pour tout point appartenant & D.

L'analyse asymptotique de la solution Y(M;t) permet d'écrire que
pour R suffisamment grand :

. f- I :* : l: t -, o
(7.66) Yot = ZI: B‘{AI;(C;P:Z’)J[Q'(“R ¢ +Dw ]} R"'(F) [4+0(R‘ .(p))]

(7.67) Gy -2 Re { AfHgz) ;f-‘s[t"““ca*"a‘*]} il [+ 6(")]
J 3

expressions dans lesquelles ni(s) désigne 1'une des valeurs de 1'ensemble

{%, —IZ, 1}, ol Ci peut prendre les valeurs {-w/4, O, +mw/4} et ol Di vaut + 1.

Soit alors une surface ¢ définie par un rayon R' suffisamment grand
pour que les formules (7.66) et (7.67) soient utilisables. Nous avens alors
la relation suivante entre R, R' et d si M est suffisamment loin de I (par
exemple, M € D, limité par 21-de rayon R% inférieur a4 R').

(7.68) Rz R eos (fop) = d o (=gl

Expression dans laquelle les paramétres sont définis par la figure 7.w.
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1

figure 7.w

I1 résulte de cela que la fonction G'(M,M';t) s'écrit sous la forme
suivante :
)

, L ilBReC Dl ) [, | - mit
(7.69) G[n,w;kh?m{AJ(n,‘;,z)e[J!é) ¢ Ml}[‘@*lﬁf)-dc“["f’)J (4+O(R \4))]

- L'intégrand de IZ (¥,G'] M,t) s'écrit alors :

Y TaT PR NS )R 4+ +Di0E]
RN m;{ y (clpﬂz*)e‘[a'w ciot] } fe { g g 2 }
J f

LTSRN =2 RIS
R (%) W[@*%‘-Pﬂ ® [4+@(R'( '3 I(J))]

le terme 93 cos (a~g) étant inclus dans O [R.-(ni(B')+nj(B)))‘

I1 convient de remarquer ici que lorsque n{B) change de valeur, il
passe de 1 3 1/2 en passant par la valeur 1/3 pour une seule direction 3,
donnée, et que lorsque B tend vers 3., le terme A; correspondant tend vers
1'infini en se comportant comme la fonction suivante :
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(7.71) ‘/ s J 21
B0 Y Ik]09:) - Ki0:)] sin (B5-8) ¥ 2K (9:) cos (8;-0")

Ainsi, 1'intégration suivant B' sera convergente et permettra de majorer
I. [¥,G'] (M;t) alors que 1'intégrand ne saurait étre majoré uniformément.

L
{A (M F z)}

Nods avons donc
(7.72) I [QG'J(H &)gﬂz

Si n, (B 1'*n (8) est différent de 1'unité, le majorant tend vers zéro quand
R’ tend vers 1 infini et Iy [¥,G'] (M;t) est nul quand L, est d 1'infini,
ce qui implique que I; est1nul quel que soit I,. Si ni(B )-*nj(B) est &gal
2 1'unité, I

w’ A-{ipre@) -<-1ﬂ'-sifg _

[eslp-o) [heol®

RelA. [clgz*)}

s'écrit1:
1

(7.73) II‘[\:Gﬂ(rqfe}:J]Z &{A{ B2)e
Ta

z

iy g 1L 4Dt
iﬁ‘(f)“ G q} g{Aj(M,}z,z)e[W“Cﬁ‘ ]}

X [cm(f’-f)]-“jw olf'Ji.

Or, cette expression est une combinaison linéaire de fonctions sinusoidales
de 1l'argument R', et ne sera donc indépendant de R' que si elle est nulle.

Un raisonnement analogue s'applique aisément pour 22 puisque
IT [¥,G'] (M;t) doit &tre indépendant de R' et de h, mais cette fois h n'in-
tervenant que par 1'intermédiaire de la fonction e h, ce qui permet de conclu-

Te immédiatement.

Nous avons ainsi montré que, pour tout point M appartenant a Dy,
Is [¥,G'] (M;t) est nul. Puisque nous sommes libres de fixer arbitrairement
L4, nous pouvons choisir D, aussi grand que nous le voulons (en maintenant
un rapport convenable entre R' et Ra), il s'ensuit que IZ[T,G‘] (Myt) est
nulle en tout point M de cite négative.

\



Chapitre 8

ETUDE ASYMPTOTIQUE DE LA FONCTION DE GREEN
ET ANALYSE DU CHAMP DE VAGUES LOINTAIN
DANS LE CAS OU LA PROFONDEUR EST FINIE

Lorsque la profondeur est limitée, 1'@tude asymptotique est consi-

dérablement plus compliquée puisqu'alors les pdles ne sont plus connus analy-
tiquement en fonction de 6 et qu'il n'est, a priori, plus possible d’appliquer

le principe de la phase stationnaire.

I1 est 3 prévoir que les conclusions obtenues précédemment au sujet

de l'intégrale 3 1'infini ne seront pas modifies; par contre, il est plus
délicat de se faire 3 l'avance une idée du champ de vagues asymptotique.

8.1 - PCTENTIEL PROCHE ET POTENTIEL LOINTAIN

8.1

avec .

Le potentiel des vitesses engendré par une source ponctuelle s'écrit:

B = 3 (M r $,u;0 + F (D)

Ve
@(N:ﬂ:-i[ 1 + 1 -iz &n( ! -+ 1 ¥ 1 * 4 C-DS'U!:
2 ML) MM MM I

' N.
b = - L fﬂe{e’“"} [2 2-,.(* by e
Aa+§ An*;t ’\."z*gz ’\n—z"gﬁ/

b

Al (m[a,,w,- D« eA K, (-t eealk 5]+ 6 [k, [;‘,-4)])

L]

-Ak,) (G" D(’_Lg,'.l,ﬂ +64 [Kzlgz“"'ﬂ 4-&1[;(1{;] 4 5"["1[%"-1,)]>} dQ:



ML

iot| &
&Mb._ _Q ﬂa{e“ Z'.ra. A
! Aéxth Jrr "
-t
=B

qiz

A 4, )do

(\,.43'4 A_;B’t A,ﬁ-?.-t{.‘ 'A,,-?.*g,'

- B(K,)(Gstkgw.-z)]+c3[K,tgfz)]+ 630,57+ 630, {3,- ;,;])

4.3(&‘)(64 (6, (8] 464K, (8-0) v A K &, T+ A [g(g-;,ﬂ)) do

+3t

_J(B(Q (Gs i, (t;-z)]+ 63{K, (&)} » 63{%,%, 1463 [KJ(!,,-I.)])

o

+s(m(@4&(g;&)] +GAMK (5 -0]+ B8]+ ALK g, L.j])) de]}

La connaissance du comportement asymptotique des fonctions G1, G2

et G3 permet e séparer les termes qui composent, a priori, le potentiel pro-

che des autres, de méme qu'au septiéme chapitre.

‘'Le potentiel proche inclut l'ensemble des formules précédentes dans
lesquelles les fonctions G1 et G3 sont remplacées par GZ.

La contribution de @1{M;t} au potentiel lointain est alors :

SR ™ rd) Ky G- -t
(3.2) é’u[ﬂ;k)z_% R&-{IC: f{)\[’(‘)(é“' % . el( (F3-2) . e“‘q?} . 6“4 4 )
N

-

K(34-2)  Kelfrt) w8 Ko -4
.;.A(KL)(E.L‘ +8£ g +£Lj+e.2.gk })]dP}

ce qui peut se mettre sous la forme suivante :

§
(8.

|97
Nt

l

=i

o
-nl

* . tut i ; -2k
Qe{n;a,-zgﬂm&!u [‘J clak,,(zm)daxd(z:m)Alm)e e

e
Iy Ae

o+ e
chK, (244)ch Ky(z00) Al € NS ds]}
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La contribution de <I>2(M;t) au potentiel lointain s'écrit de méme i

v est inférieur 3 Ve

i
& -tk - i
(8.4) @zt(n;l-),....z%. Rc.{ie. [!CLK;[ZH}CLK:‘[ZJM) BIK,) ezx: R ad
¢ L6, Ko
- Jd- Kl'(zM)cLKﬁ[z'M) sk, e e ¥ de ”
i

Dans le cas oll v est supérieur J Ve 1'expression de tbmffvf;t) dépend de la
valeur de R. Nous avons alors

e
(8.5) $ (B =+£_E Rc{iéi°t [ chi,(ze4)chyfz'v4) B(K;) R UL SR

+9l .

4 | chig(zeal chi2i4) BK;) PRt RS
49‘
+ 24 ka
- |chilztichr, Zhy i) e e T dp ” pef-3,-5]

J
5 [

¥l

. " e

& MHe &g { Pt [ ch Kyzea) chiglztva) 8(y) b N
b J

9.

.3‘
i . 1y

- cLQ(zMJcLK,l(zw B{K,) cu" e "a'de” lge[-’c.v?;]
it

+Ni

* -l [ Ay X
{:Lttn;b):ﬁ_k&{ie b[ GLK,(ZM):LKg{zM) alK,) e ‘e 3Qd9

~

- K
o lchkzen dilzin aiye e Ao

ﬁ

,J ¢ (z44) dh K, (2144) BLKy) e‘zx"e;r"?w“ Ee[»fe‘,%]
&




De méme que précédemment, nous nous intéresserons exclusivement au
potentiel lointain qui conditionne la contribution de 1'intégrale & 1'infini,
et le champ des vagues lointaines.

8.2 - APPROXIMATION ANALYTIQUE DES POLES

Nous avons su ramener l'expression du potentiel lointain 2 une forme
analogue 3 celle du septiéme chapitre. La seule difficulté supplémentaire est
due 4 1'impossibilité d'appliquer le principe de la phase stationnaire 3 des
fonctions dont nous ne possédons pas de formulation analytique.

I1 est donc logique de rechercher une approximation analytique pos-
sédant les mémes caractéres fondamentaux que les solutions exactes. Nous ob-
tiendrons alors une information qui ne sera plus quantitative, mais qui per-
mettra tout de méme d'apperter une réponse qualitative aux questions que nous
nous sommes posées. '

8.2.1 - Choix du tvpe d'approximation

Nous ne pourrons exprimer simplement les pdles que s'ils sont
les solutions d'équations algébriques du premier ou du deuxiéme degré.

Le degré un ne semble pas réaliste puisque les &quations exactes
dont les pbles sont solutions contierment des termes des deux premiers degrés.

Nous nous attacherons donc 3 approximer la fonction «K th K par
une fonction algébrique de la forme suivante :

L
(8.6) Yy K rbKee
Ked

puique les premiers membres des équations 3 résoudre sont :

(8.7) fiK) ot (& £ FKcos®)

La fonction y{K) passe par 1'origine, ce qui entraine que l=
coefficient ¢ est nul. De plus, la tangente d l'origine est égale 3 1l'unité,
ce qui impose aux coefficients b et d d'&tre égaux. y(K) s'écrit alors :

(3.8) Yl 2 AKsbK
K+b
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En imposant 3 y(K) de se raccorder tangentiellement 3 la fonc-
tion /K en un point d'abscisse K, nous obtenons les deux équations suivantes :

- (8.9)

Vi) 2 QKD - (@i vbi) | A
(k.+b)* 4%

Ce systéme est &quivalent aux &quations (8.10).
aKf" L(Ka' ﬂ)"' K.ﬁ. =0

(8.10)
22K VK, 4 & (2K, -4) + 4ab KK, - 2bK,-K} - o

I1 vient donc en remplagant a par son expression en fonction de b, puis en

factorisant :
[ i = KOWQ‘L(K.-VK-.)
= m
(8.11) ’
[b+K.][(2ﬁf.-3)L -K,] =0
I1 est clair que la solution b = - Ko ne saurait convenir puisqu'alors la

fonction y{K) cesserait d'&tre définie. De méme, b +X ne doit pas s'annuler
dans 1'intervalle (O, KOJ. La seule solution convenzble est donc :

3=__4_[m.-x.

Kl 2 -3

(8.12) K>4 ; K3
L

o
Y
-

~
R
':p
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La figure 8.a représente l'approximation obtenue pour KO égal
4 2.2. Son intérdt est de montrer que la représentation de YK th K par une
fonction de la forme y(XK) conduit 3 un résultat yualitativement acceptable.
) La figure 8.b met en é&vidence 1'évolution des coefficients a
et b en fonction de Ky+ Il est clair que nous pouvons les choisir aussi grands,

en valeurs absolues, que nous le voulons.

8.2.2 - Approximation des pbles

Les pBles approximés sont solutions des équations (§.13) :

(8.13) . BrKFeoso o 2KivbK
K+b

c'est-3-dire respectivement :

Kt[aq-l"mal+K[b(4+Fusﬁ)-a]-b?’o =20 K,
(8.14)

K'{a Feaso]+ Kb (A~Feas8)4 0]+ b = 0 K,

K'[2 ~ Fcos®]+ k(b (4-Fear®)B3]- b =0 Ky Ky

I1 est clair que seules conviendront les solutions colncidant
avec celles obtenues en profondeur illimitée au point de raccordement K . Les
solutions sont donc sur 1l'intervalle [O,K ], et pour K. et K4 réels :

K . _ biA+Feose)-G+ Vb UeFeostl-G] e (2 Feord)bid
" 1(2+Femd)

K o_ bA-Feoso)td - Vb -Fersd) +3]°- 4 (3-Feos Vb
: 2(d -Fcosd)
(8.15)

K. o b(A-Feor0)+ VIb{A-Feost)-51"s b(2-Feos0)b G
3 2 (@- Fos 8

K .__b (A~ Feos0)-8 -V IbA-Feost)-a] +4 (2 = Feosd)b
f 2(@ -Feuro)
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()

figure 8.2
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Ko
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figure 8.b

Ka
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8.3 - DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE CD]'P'(M;t)

La fonction CD] £(M;t) peut s'écrire sous la forme suivante, bien
adaptée 3 l'application du principe de la phase stationnaire :

' o t R
(8.16) . @ﬁ{ﬂ;t}:-_‘i Re {g'”tU §l0) eiRg;wds +Jf1(0) ¢ g‘(g‘do]}

inh
-M ~ML

K

-

avec :  {,0. idaKA(zM)cLK,(z‘M) e g =K, s'a‘n{&-(;)

e

£,0) 2 i chy(ze) chK,(254) 72 g« K, sinto-g)

Une nouvelle difficulté se manifeste ici dans 1a mesure ol 1l n'est
plus possible dec discuter en fonction des deux seuls paramétres 8 et v, puils-
que les expressions (8.15) font intervenir s et F séparément. Ceci était pré-
visible car la vitesse critique en présence d'un fond est égale 3 vgn et cor-
respond donc 3 un nombre de Froude unitaire indépendamment de la pulsation de

rencontre.

8§.3.1 - Etude des zéros de g%(e)

La fonction g, (6) s'écrit sous sa forme développée :

: b {4+ Fear8)- &+ [b{A+Fesso) - G 1% § (2+ Feos8)bis sin(o-9)

(8.1?) ™
g‘.‘ 1{2 +Fcosd)

et admet pour dérivée :

(8.18) '16)2 K, cor(o-g)- sin{e- bfsin® A Frnd |1
g‘l() 4{w( P) ( p)[Wbowma).a]",1,(1+Fwa)b¢3é-+K4(a+F"’“’))+a'*F‘°’° J

Puisque K.I est un réel positif, quel que soit ® tel que cos 8 appartienne 3

1'intervalle [—WQ—, 1}, il suffit d'&tudier les zéros du facteur entre pa-
o




renthéses, c’est-i-dire les solutions de 1'équation (8.19).

bFsin # 4 [ +\h’b(ﬂl~‘m:8)-6]"+ i{a+Fes8)bs .I

(.19}  cobr(o-g) .
tg-( P VIbit+Fesst}-i5 ]+ 4 (2 +Fras )b K, (2+Fcasd) : b{a +Feos8) )

La figure 8.c montre qu'il existe un couple (&,F) et donc un
nombre de Strouhal vg tel que sur l'intervalle [- %3 gl :

- Si v est inférieur 2 Vi, gi(e) ne posséde aucun zéro quand B
est inférieur 3 un angle 8, strictement positif, et poss@de un seul zéro
e; €[~ %3'01 correspondant d un minimun de g1(8) quand 8 est supérieur ou
égal a By.

- Sivestégal 3 ug, gi(e) ne posséde aucun zéro quand 8 est
inférieur 3 un angle B, strictement positif, posséde un zéro double 8, = - =/2
correspondant d une inflexion a tangente horizontale de g1(8) quand £ est égal
d 8,, et posséde un seul zéro 9; € ]~ %3 O] correspondant i un minimum de
g1(8} quand B est supérieur a 81.

n

- Si v est supérieur 3 Vs g;(e) ne posséde aucun zéro quand 8
est inférieur 3 un angle 8] strictement positif, posséde un z&€ro double
8I € ]-~%, 0] correspondant 3 une inflexion 3 tangente horizontale de g}(e)
quand 8 est égal 3 8, possdde deux zéros 9} € 18,, O] et 91 € [- 5, 9,1
correspondant respectivement i un minimm et i un maximum de gT(BJ quand 8
appartient 3 l'intervalle 18], 841, et posséde un seul zéro 6] € 1¢,, 0]

correspondant & un minimum de g,(8) quand 8 appartient a 1'intervalle 181"*;]'

Ainsi, g1[e) admet des minima, maxima et inflexicns 3 tangente
horizontale dans les mémes conditions qu’au septiéme chapitre (figure 7.h).

8.3.2 - Etude des zéros de g4 (8)

La fonction gz(e) s'écrit sous sa forme développée :

[ g.(e) . b (4=Feos0) + 0 -\jfbh-ms).pa]&,g(z-f’wo)bﬁ r;,,(g.‘a) ; cosby & eVK,

(8.20) t 1 (2-Fcosd) FK,
g-(e)= Astdosp + YA+rkVeoss o {0_?) ; cosB 3 K,

" 2F sty FX,
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F=l| %

! ] \ . B=90°
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et admet pour dérivée :

-

{ _ - .
Z.(6) <K, Jeas{o-)sinfo-) bFsin B (4_ & __Fsing
t ‘ Wb (- Fendia] - y(a-Foohia\ K (a-Fuss) Z-Fose

(8.21)

WsindUrVisiiass) _ _; tg"’]}
UrLVen@IVh+Ven# + (4441 0:0)

gz: & =K 3 {cos(ﬁ-]&) -5in (9.‘4)

Puisque KZ est un réel positif quel que soit 6, nous sommes ainsi ramenés 3
étudier les zéros du deuxidme facteur, c'est-3-dire les solutions des équa-
tions (8.22).

[ cobg{9-4) = bF #in & i o 0u-Fesensl WA Fwebs |
VIl - FoshIrt I 4 (A-Fas®)bs |  Ko@-Feoso) i@~ Fess 8) |
(8.22)

(AL 30 YW At4D b + (A+ {P s d

kg (0-8) = 29 5in@ {4+¥ 444 Vaush) - Ltpo

La figure 8.d montre qu'il existe un angle 8, strictement posi-
tif (mais inférieur 3 l'angle B, du chapitre précédent} tel que : si 8 est
inférieur 3 8,5, la fonction gé(@) ne s'annule jamais dans 1'intervalle [-1%, 21,
si B est égal 3 8,5, la fonction gé(e) admet un zéro double 8, qui correspond
3 une inflexion 3 tangente horizontale de gz(e), et si B est supérieur 3 85,
la fonction oé(s) admet deux zéros eé € ]92,'+%] et 85 € (O, 82[ correspon-

o

~

dant respectivement 3 un minimm et 3 un maximum de 32(6).

Nous retrouvons donc pour g,(8) la méme configuration qu'au pa-

ragraphe précédent (figure 7.h).

8.4 - DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE #,, (M;t)

Dans le cas o v est inférieur 3 Ve la fonction ¢22[M;t) peut
s'écrire sous la forme suivante, bien adaptée 3 1’application du principe de

la phase stationnaire :
) S [18

: Y
* -il ik '
SESINE NOLE .g..; Re { P [lg(e) S, _+J £.(6) &R&iﬂde]}
S
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figure 8.d
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a2
avec : Efel = 1 chK (z+4) chK ;24 8lng) e g ; g; (0) = ¥, sin “"f’

. -LK
&(a}, ich K,.{zﬂjdn K (z'+4)B(K) e ¥ 3 g-"{o} 2 H',' sin(p -p)

Dans le cas ot v est supérieur 3 V., les intervalles d'intégration
doivent &tre décomposés, de méme que dans les formules (8.5), suivant les
valeurs de 8.

I1 convient de noter que, dans le cas présent, il est évident que
les pbles complexes ne contribuent pas au potentiel lointain.

8.4.1 - Etude des zéros réels de gé(e)

La fonction gé (8) s'écrit sous sa forme développée :

b{4= Fos8) - & 1-. \ Ib{A-Feoso) -3 124 4 (2~ Feor 0)b3 tin(9-3)
- .

3.24 o) =
( ) g;() o)

et admet pour dérivée :

: : -bFsinb & Frin &
8.25 = K #-3) - sin(p-4) 4 - }
S RO ;M( ? | ot [\« (bA-Feur9) -3 )% h{&-Fwa)La( *Ksia-‘r'wa)) @- Fweb}

Puisque I(3 est un réel positif, quel que soit & tel que cos ¢ appartienne 3
g -k
1'intervalle _K—F—O’ IJ , i1 suffit d'étudier les z€ros du facteur entre pa-
0

renthése, c'est-3-dire les solutions de 1'équation (8.26).

Vb4~ Feas6) - 3T 44 R-Feos0)ba | Kyl@-Feosd) b Tcs)

2 - - bFsin® " Thid- Feost)-. oty @ -Fessobis
(8.26) Cabg{o‘g)z S [»{_ [X] Al Cot 34 {2 -Fees®Ibey

La figure (8.e) met en évidence plusieurs régimes suilvi .~ les
valeurs des couples @,F). Il existe, en particulier, trois couples co. "3s-
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F=1f2

F=1




pondant & v, V. et vg tels que sur l'intervalle [8, + %] :

c

- Si v est inférieur a Voo g%(e) posséde toujours un z€ro et .
seul 8% correspondant & un maximum de gs(e) quand B est inférieur ou égal a

3
B,, et ne posséde pas de z€ro quand B est supérieur a B4.

- 8i v est compris entre v_ et Ves g3(8) ne posséde aucun zéro
quand B est inférieur 3 81, posséde un zero double 83 quand 8 est &gal 3 8.,
admet deux z8ros 63 € 18., 850 et 83 € 18-, 7[ correspondant respectivement
3 un minimum et & un maximm de gs(ﬁ) quand B appartient @ 1'intervalle ]B84,8 [,
posséde un seul zé&ro Bg € ]63,-h%] correspondant 3 un maximum de gs(BJ quand
8 appartient @ 1'intervalle [0, 81], et n'admet pas de zéro quand B est supé-

rieur 3 81.

- 8iv est égal 3 vl les angles 6_ et §, sont confondus et
1'intervalle [8., 8,1 est r&uit i un seul point.

- Si v est compris entre v et uc, gs(e) ne posséde aucun z8ro
quand B est inférieur 2 83], posséde un zero double 6 quand 8 est 8gal 3 B
admet deux zéros 8z € o, 80 et 8" € 185, 7] correspondant respectivement
d un minimm et & un maximum de gs(e) quand B appartient d l'intervalle
]B-, B] posséde un seul zéro Bé € ]ec, 83[ correspondant & un minimum de
gj(e) quand 8 appartient d 1l'intervalle }81, eC[, et n'admet pas de zéro quand

8 est supérieur ou égal 3 O..

- S5iv est égal 3 g, les angles 83 et 8, sont confondus et
1'intervalle ]B~, B ] est réduit 4 1'ensemble vide.

~ Si v est supérieur 3 VE’ gg(e) ne posséde aucun zéro quand 2
est inférieur 3 53’ posséde un zéro 63 € ]ec, 93[ correspondant 3 un minimum
de gs(e) quand 3 appartient 3 l'intervalle [83, SCE, et n'admet aucun zéro

quand 8 est supérieur ou égal 3 0..

Ici encore, nous retrouvons les mémes configurations que dans

le chapitre précédent {(figure 7.h).

8.4.2 - Etude des zéros réels de g&(ﬁ)

La fonction g,(8) s'écrit sous sa forme développée :

g0 b-Fn0)oG -V {bit-Feos) - G 124 4(a- Fes9)bs sinfo-g) ; cosdy Y& -4
4 L(2-Feos0) FK,

g;(e).: 4-Lies8+ A= 4 wso sin {5-p) : QSBQ!K"‘:
z FiCe

Fress™s

(3.27)
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fiqure 8.f
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et admet pour dériv8e selon les valeurs de cos 6 :

-

' . [ LFf;ng f:) Fring 1

(M=K, {cos{o-g)sin{o-8)] (1 )_ }
ol Fad

(8.28) g‘ "{ L Vot Feooh s Fesstls \ - RyrFes)  (@-Fosa),)

[ 2Vsimold« NI Lo _Z,hg-e}}

o) K =Sin{®
i g’:{o) ,,{Gﬂ’(ﬁ-f’) in T’) | (A-2V s WA~ {Vws0 + (444 0rs)

Puisque K4 est un réel positif, quel que soit 6, il suffit d'étudier les zéros
du facteur entre parenthése, c'est-d-dire les solutions des &quations (8.29).

i bFsin @ & Vb - Feors) 5T wh{2 -Fos 9) b3 ]
-4} = - C
cogd ¢ VCbr- Fers0)-G 1t i~ Fos )bl [ * Ki(2-~Feotd) b (2 ~Feos 9)

L =Dsino(4+Ni-pVase) 4
| c*g‘{O-F)- (A-2YcbsBYVI -t ® +{4 - Y os 8) ge

La figure 8.f met en &vidence l'’existence de deux rfgimes dis-

(8.29)

tincts 1iés au nombre de Strouvhal v . tels que :

- 8i v est inférieur 3 Ve g&(e) n'admet auvcun zé€ro quand 8
est inférieur 3 un angle 8, (inférieur 3 1'angle B, du chapitre 7
un zéro double 94 quand 8 est &gal 3 Bss admet deux z8ros M € 16,, +-'}[ et
84 € [0, 8 4l correspondant respectivement d un minimum et 3 un maximum de g (5
quand 8 appartient 3 l'intervalle ]54' + %[, et ne posséde qu'un seul éro

8y € [0, 84[ correspondant 3 un maximum de g4(8) quand 8 est égal 3 + 3.

j, rosséde

- $i v est supérieur 3 Ve gi[e) n'admet aucun zéro gquand 5 est
inférieur ou égal a 8¢» posséde un seul zéro g, € }84, +I{ correspondant i un
minimum de g,(8) quand g appartient 3 1'intervalle 16_, +%[, et n'admet pas
de z8r0 quand § est &gal 3 + =

De nouveau, nous retrouvens la configuration du chapitre 7

-

{(figure 7.h).
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8.5 ~ DESCRIPTION DU CHAMP DE VAGUES LOINTAIN

Nous venons de voir que, en approchant analytiquement la fonction
VK thK par y(K), nous obtenons un résultat qualitativement analogue 3 celui
mis quantitativement en €vidence dans le cas d'une profondeur illimitée.

Ce résultat peut Stre vérifi&, quels que soient a et b, et ce pour
Y]
tout w et tout F. Nous pouvons denc conclure i sa validité qualitative.

Bien &videmment, le champ observé en absence de fond est déformé
par l'introduction d'une profondeur finie, mais il ne subit pas de modifica-
tion radicale. Notons éga;emenr que les nombres de Strouhal Ver VL €t vg,
ainsi d'ailleurs que les célérités des ondes, dépendent de la profondeur du

fluide.

8.6 -~ CONCLUSION

Aussi bien en ce qui concerne le champ des vagues lointaines que
l1'intégrale 4 l'infini (pour laquelle la démonstration du chapitre 7 s'adapte
aisément) ol les phénoménes physiques et énergétiques, la présence d'un fond
d distance finie complique, déforme, masque, mais ne change pas radicalement
les résultats acquis, contrairement 3 ce qui se passe dans le cas du probléme
de Neumann - Kelvin.






Chapitre 9

DISCRETISATION DU PRCBLEME HYDRODYNAMIQUE

Les 8quations intégrales qui définissent les distributions de
singularités cinématiquement équivalentes & la carsne, étant @tablies, les
termes hydrodynamiques qui interviennent dans 1'équation de Newton, &tant
exprimés en fonction du potentiel des vitesses et de ses dérivées, il nous
reste désormais 4 résoudre les premilres puis 3 calculer les seconds. Nous
procddercns, pour cela, 3 une discrérisation des équarions, ce qui nous ramé-
nera & la résolution de systémes d'équations linéaires.

9.1 - DISCRETISATION DES EQUATIONS INTEGRALES

Le concept de discrétisation nous est imposé par la nécessité de
donmner une définition numérique de la caréne dont une premi€re approximaticn
est réalisée au moyen de N facettes polygonales, généralement gauches, cbte-
nues d partir de P points qui matérialisent leurs sommets.

Les éguations intégrales que nous avons dtablies au quatricme cha-
pitre ont peour incomnues des fonctions u{M;t) et s(M;t) définies sur la sur-
face de 1a carsne, qu'il est logique d'approcher par des fonctions en €sCa-

lier constantes sur chaque tacstre.

Les Squations de Fredholm se réduisent dés lors 3 des svstames Je

2N équations 3 IN inconnues (1) dent les coefricients sont donnés par des in-
tégrales de surface sur chaque facette, et des intégrales sur des segments ie

long de la flottaison.

(1) Lorsque la caréne n'est pas nommale 3 la surface libre en tout point Je
la ligne de flottaison, l'équation relative & la distributicn mixte de Creen
posséde des inconnues supplémentaires dues au terme —Z. =(M') et nécessite
un traitement particulier que ncus aborderons ultérieursment.
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Une intégration analytique de ces coefficients &tant réalisable
dans le cas particulier ou les facettes polygonales sont planes, nous de-
vrons opter pour l'utilisation exclusive de facettes planes en procédant soit
d la rectification de toutes les facettes gauches, soit 3 leur dichotomie
afin de les réduire 4 des triangles. Nous aurons réalisé ainsi ume seconde
approximation de la caréne.

Aprés la discrétisation, les équations relatives 3 la distribution
mixte de Green deviennent :

[ ll‘i

K J--\ ] ka4 [h‘(ni'n‘ +Dt )*'h, [Dk -Dx‘k "Dt,k )]
@1‘) )ﬂ :] o4 [ ]+§; [0" Sn - o'k Snlk ]

n » +* L3
A+ .,24[ s 2 I‘- L kzi [f :*(DE{' D’Ek*nﬁu) - o (0%, ni;-m:;)]

(9.1}

: ' e o
2R R AL B L

et les équaticns relatives d la distributicn de sources s’écrivent :

- g e ) (),

]
ie 4z
1 !
(9.2)

.
4 % A% R ‘* a4 * i bt ¥ Ld
?0'.[ +Z[0: Vi.l : 'J] kz [Tk V".‘ﬁi“;k]"' (Ve.h :

e

expressions dans lesquelles N désigne le nombre de facettes polygonales de
la discrétisation et n le nombre de facettes ayant un segment cecntenu <dan
le plan de la surface libre.

Les coefficients de css Squations sont appelés coefficients d'in-
fluence,
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9.2 - DISCRETISATION DES TERMES HYDRODYNAMIQUES

Le torseur des efforts hydrodynamiques a &té décomposé dans le
troisiéme chapitre, et chaque terme a &ét# exprimé en fonction du potentiel
des vitesses et de ses dérivées. Il s’agit désormais d'examiner ce que de-
viennent ces différents &léments aprés la discrétisation, et de définir la
maniére dont nous les calculerons,

9.2.1 - Torseur des forces de Froude-Krilov

Les expressions de FI et FI:].!_ze données au paragra-
phe 3. 6 s'écrivent aprés la discrétisation :

" i .
(9.3) FI:=_ PTAL 1 { E N--J ek.[1‘+i[x‘:asf+y.s:u1q.]] JS}
T s "A.
5.4 : F'I?:-.-}- CLI Re { i N[ Jf‘ . kfzyrilx cospvy,sing}d AS}
' r ot U

En utilisant les résultats démontrés dans la sixiéme

annexe, nous obtenons, tous calculs effectués ;

(9.5) Fri. _I8A9 p gZFI}

i k.'..
(9.6) FI, y A R, {zr:}

] k.r

[ k, ke
ZF1 . Zch e . &% ;’;-r >¢€
Jad Y KzA Jk k.. &, '—gk] ket Tk

En posant i

n R4 k‘:)
'{( i“ 'k L] -
ZFI’Z""J%': % e “ee ,l;'k Kk‘ga

FEL |
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avec : Cjk =-(4 Y Sing) X" %) * ( ?J #10305 B Yoo )
ot : ;'k’ Z ti (xmcuf; ' Yakﬁ"la)

e i b

Dans le cas d'une profondeur limitée, la formulation
du torseur des forces de Froude-Krilovest plus complexe, D'aprés les ré-
sultats du paragraphe 3,6, nous avons apres discrétisation :

N cr . . ) -
.7 FI, .. f8h IM{.Z N, || [endashritnasgrasngll | gmE2cheilnes grysing)] as}

= ZI'Z;I,L J ok ]

3

ol ol

N o . .
(9.8)  FI .. A g {Z N || gnieheilunpensiapd, grbicheifuespos ] as}

stj- 3‘1’ -

I1 vient donc aprés intégration sur les facettes

(9.9) FT - . (829 T !zr1
| 2m 0"chmh
(9.10) 3 L LU % {zr-'z }
P ek
N n
avec ZFT = Z N..Z C. (ZFd +ZF2)
A Ykt K

i tg ' m,? ,?;. .?l |
ZF1. £tk . e meett o lerlay el
M.L?h.' gh) m, {?;"-?;) w Tk n ok

en posant

I !
1A m,5., m.rk) _ A ml., mP, )
A E(C +& ’ ZFZ'=-2-(G +€ ) : ;;;gk o ?iu':;-sg

ol G 2t & ont les mémes expressions qu'au paragraphe précédent, er 20

?; 3—2‘“‘-‘\ +i (k) casp +y1kg.‘..p)
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9.2.2 - Torseur des efforts de diffraction et de radiation

Les composantes du torseur des forces de diffraction données
au paragraphe 3.7 deviennent aprés la discrétisation :

% N it X ﬁ'
9. FD, » N NP> "(a ;
(9.11) xpe 2 N, O & -t o Ny :;x,).;aé
N N CEw
. »
. g _pb HH.EQL)
(9.12) SENURIL AL AL RSP 'J(an %

expressions dans lesquelles Clj désigne 1'aire de la facette plane j et
Nij la composante suivant i de la normale généralis€e d la facette j.

De méme les masses d'eau ajoutfes MAi' et les termes d'amor-
tissement TAij donnés au paragraphe 3.8 s'écrivent aprds la discrétisation :

oy . ”W! ¥ o
(9.13) MA = =t E v q’kj % - ?% ?;; N"i(;%t )iaj

L. y '
(9.14) TAH\‘:,_:?‘m E N[f @:.a-j # U ?; N;i (-g-:—?')‘ ai

Il nous reste désormais 3 exprimer la fonction potentiel des
vitesses et sa dérivée par rapport i xl, en fonction des singularités.

9.2.2,1 - Distribution mixte de Creen

Dans le cas de la distribution mixte de Green, nous
avons directement accés 3 la fonction potentiel des vitesses par 1'intermé-

Y

diaire de la distribution de doublets nommaux, mais il est nécessaire de cal-
culer la dérivée du potentiel 3 partir des deux distributions en reprenant
l'expression (4.16) dans laquelle nous intrcduirens les fonctions u(M) et

F(M) aprés la dérivaticn et en apportant une attention particulidre aux dis-

continuités de potentiel 2t de vitesse 3 la traversée de la surtace. Nous au-
rons peur le potentiel .

(9.15) d>i = -k, ; P = -k




(9.16)
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D'aprés les équaticns (9.1}, nous pouvons écrire ;

[P.&('Dtl‘q-])x + DL ) I"

TR 2 & AN
&S+ ]
IR S T ka4

.z

»
[a-
Y]

(m ~Dx ..DE )]

L
S “l ";k]

Le calcul de 1a vitesse suivant l'axe des abscisses
peut &tre effectué par deux voies dispgpétes. La premiére consiste 3 &crire
que la vitesse normale s'identifie & la distribution de sources dont la pro-

jection sera obtenue en la multipliant par (7 . 1 ), et que la vitesse tan-

gentielle sera obtenue en dérivant les équations [9 16) par rapport & deux

vecteurs tangents puis en projetant sur ox. La deuxifme consiste 3 dériver

par rapport 4 x tous les coefficients d*influence qui sont continus, c'2st-
d-dire ceux relatifs aux doublets pour lesquels la discontinuité a &té sor-
tie (cocefficient % pour i = j) et les parties des ccefficients de sources

contenant la fonction de Green, et 3 calculer séparément la contribution du

1 .
eme, —— suivant qx.
M7

Nous avons opté pour la deuxi®me méthode puisqu'elle

utilise des calculs rendus nécessaires pour la distribution de sources.

Ncus identifierons les coefficients dérivés en ajcou-

tant un YV devant le symbole du coefficient de potentiel correspendant,

(9.17)

s

[ (m'k,m‘gm

]
-~ v -cr- ‘s, ]_;
wd

'

) Pty vog v )

»
[
k

A
"~ % ";‘k]}
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(B‘.)ﬂ {Z[p rv "].,.ki“[ (vm*a,vmki-wt ) “Fy (v»&f:-n*;k-nzz)}

Iy /i Jad

> A x N ¥ * &+
o 3 [( VDs +(:1‘J ] [r. vs' v ys, ]
Roed FaLd 9 3 1T i

[,
VS“ - :l]
Z [r o + a"kVS " }

9.2.2.2 - Distribution de sources

e s A U A Sl Nl P S o

Dans le cas d'une distribution de sources, nous

n'avons plus accds 3 la fonction potentiel des vitesses, mals par contre
les coefficients de vitesse suivant ox sont déjd calculés pour établir les
coefficients de vitesse nommale nécessaires 3 la résolution de 1'équation
de Fredholm | Nous aurons pour le potentiel :

(9.18)

& = i [r;s;;-a-f's,',‘]- ﬁ"' s".k'r N ]

' JrA J 4 k=4

N n
[ [TPS &, ud 16 ¥ + _8é
DU Lo 0t il IO D) L ST

L '3 kA

2t pour les vitesses :

(9.19)

r N n
¢ [i .c- 'y u] [ FY . o :..]
(ﬁ);’ aaza: AR b uzn T Vomm e Vimy

"
% [ ] [H * € ok
(’31 32 PR \rsj eot sl E 0 VSh, + 0 VSay

9.5 - CCEFFICIENTS D' INFLUENCE

Les coefficients d'influence détinis Jans les paragraphes préci-

dents s'dcrivent



o
6’ (M., M) dy
Z"lg‘ Jf.; ‘,Mk "

v e"(n Mdy

f'k

.———.L'( Hk)d‘!k ' ‘)

G' (M; M.} dS,

5

M 168mm)d

(}Tlg' i k) 'fk( )
T

A ¢ (n. M.) d$

e L o,
$

L 99 M M )d n

prr - "-.

' "d[@ RN O S

4

Vn

1S

n

.Lﬂa G’ {H.u)ds
vy Jf ¥n;

$3
G‘znhﬁk) dyh

Ty

-~

JLJ?T%th)dYk
d[gq;%”§ﬂﬁi¢3;mj;jij

Pt -
G’ (M M) dyk(sk .tx)

rk
* L)
A2 60 ) s
o)) oo
$3
Ll ERS Y
o o (M; 4, ) dy, [P
r

9.4 -~ EXPRESSION DES COEFFICIENTS D'INFLUENCE DANS LE CAS D'UNE PROFONDEUR

ILLIMITEE

La fonction G'(M,M';t) est la scmme de trois termes que nous
intégrerons sé&parément.



9.4.1 - Partie des coefficients dépendant de Gé(M,i\r';t)

La premidre partie de la foncticn de Green s'écrit :

(9.20) G (MHE) 2

A ....L.] coswt = G'*(H,H')muh
MM IMNY .

et n'aura donc de contribution que dans les coefficients marqués d'un seul

astérisque,

L'intégration de cette fonction et de ses dérivées sur une
facette polygonale plane a &t& effectuée par J.L. HESS et AM.O. SMITH/HY =22/,
puis améliorée par P. GUEVEL /HY.1l4/. Nous en avons reporté les résultats
dans la cinquiéme annexe,

En ce qui concerne les int@grales sur les segments contenus
dans le plan de la surface libre, nous'{emarquerons que pour z' = O, les
points M' et N_' sont confondus, st qu'ainsi la fonction Gé est nulle, I1
en va de méme pour ses dérivées par rapport & X', y' au temps et auxX coor-
domnées du point M,

9.4.,2 - Partie des coefficients dépendant de Gi MMt

La deuxiéme partie de la fonction de Green s'écrit
d'aprés les résultats du cinquiéme chapitre :

I* :
(9.21) G, (M) . Re {24} . G MMY . T {zq}
+ AL
avec : Z4 = A | KBS - KA KS) 4p
.14 i VA 4vesd

En utilisant les résultats de 12 sixidme annexe, nous

cbtenons pour chacun des coefficients d'influence, si nous désignons par IC

le coeffici i C :
coetficient Clj complexe :
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ML
~m r . "
ZD. - A |2 C2 (K M2 (K)-K WL ()] 98
3 ATL | K [ ! B lK,) - K;H, ‘)J 1+ 4030
-;lqtu:‘. P 1
ZS. e, Al |20 | W k)~ H(k)| 48
1 1 PR ok ket 4 A
4N :m"' X Jvuuwo
*::'ui . .
ZV. «o A . C3:, |K H2 (i)~ K,H de
it ) e O AL | e
[ .
ZDt, a4 Y DDA, KM ) - KoL k) [
LIRPTT k] 4k | VA hicsd
ptd ,
2, .- _| m rk"us (k) - KH3 () | 48
ST NS B YT
- Nk
PSS 1
1 I“'”." -, ' -
ZD, = o E {0 YL ) K M )= K Y G 40
uk. R :]‘E.k Ek‘f-41"k'| ) kjjm
AL

£ [ 1 &
sy 2 ra ‘g‘;)mk _K1 HE, (K,) - K K, (k) | Ve

> , .
2, =4 Fm |AIDA [K,H ) - K2 (K,) 4o

k HI' .Jm: x)my L ! Zk ! 2 ] ;4%%-:9
(&1
'

- 1 z ]
Zvny »- £ o3 1K, 1) - K3 (K,

w) s
m kx' k L J ;,mes

Tan

avec, si | S ;k} >e

M () = (4K +log KB + () Logr{K Ficss) = 11] =[GH0E, ) Lo (62,) {5 Y Log (x5, ) -4)])

K( 2o %)

H2, () o JAlSe e Ltk ][k Log(KE, ]
k =
K(gln«-l f’-’l}

H3 () o ARG -GAKY)
k K )

Hi, ) 2 6405 ) - GA(KE,)




et si| &= Gl <€

-~

H1, {x) =iz' Gk )+ bog{hs, ) + s't{m;,,)f-u;lx:‘,)]

[
HL i) « 2161 (ky, )+ r;a(x:,,)]

W3k < |Galke Yo A L etlkey- A
31‘(3 ?._G( im) Kr‘mq- (?k) K;'k]

Hof) = Gz ) - GAKE,)
Les coefficients sont :
A, = (qi-il-j:ine)(ﬂkﬂ.x‘k)-(pj_irmﬂ(nk“ - 4;’//
¢, = [y, -y, )= sinebey, -x,))
ey, =01, [i(p;cos +qysimd)en]

D= (YY)

mk 2 = icoth Mk

23, = DA [i(p corbrq sin0)sr]

L3

Les termes dé€rivés par rapport i X sont cobtenus en Jdérivant

les expressions H, (X) par rapport 3 K3 et en les multipliant par - 1 cosds.
Z
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9.4.3 - Partie 'des coefficients dépendant de G)(MM';t)

La troisi®me partie de la fonction de Green s'écrit sous

la forme suivante :

-+
. (9.22) G; (ﬂ,H') - BG {22.} ; G‘:{T‘.ﬂ” 2 Iln {ZZ}
avec :
-8,
"
z2 .4 KsGI(Ki¥)-KGAKE) g
ne Jan ‘V't-l.;mo
0
A L 2@ -Z03(Z8) 4p
e J, Voveso -4
ra
A (o1 2362258 -2, 8HAE) 4o
], LV en®
To,
sie

)

fA Vi Z2EZE) T8RS 40
L AT

o,
f‘!ul. ’
+A K163 (k) - KeGA(KS) 4o
‘Tf J V1-49mo
+0

Les résultats précédents s'appliquent donc én introduisant la

fonctien G( z) convenable dans les termes Hk, et en remplagant 1
1 -1 - Y Lledycose
a2l ——e—me—  OU —————— Suivant les valeurs de $ ce qui alourdit con-

/_ﬁ-m
v 1=4vens? Ydycosg-1
sidérablement 1'écriture, Notons toutefois, que nous obtiendrens ainsi

- :Dtik et non plus :Dtik'

9.5 - EXPRESSICN DES COEFFICIENTS D' INFLUENCE DANS LE (CAS D'UNE PRCFCNDEUR FIN ‘T

-

Nous décemposgrons 3 nouveau la fonction de Green <n tTols partiss

pour 1'intégraticn.
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9.5.1 - Partie des coefficients dépendant de GéGﬂj%';t)

La premiére partie de la fonction de Green s'écrit :

W,
(9.23) GIMMLE = _:!_,,-4__-12:.,( S S N )}CoswE

IMMY) T IMN] 2wt MM IMMG) M) M)
et n'aura, ici encore, de contributicn que dans les cecefficients affectés
d'un seul astérisque.

Les formules utilisées dans le cas d'une profondeur illimitée

. 1 i - 1
s'appliqueront d chacun des termequMTT, T et T
! MM

9.5.2 - Partie des coefficients dépendant de G{(M,M';t}

La deuxidme partie de la fonction de Green s'écrit d'aprés les

résultats du sixiéme chapitre :

(9.24) G, < Re {za} S 6w T { ZA }

+
&

£ oW
Z‘;(d A4 4
‘ mA PN AS Muf Aer2el, A-lvl,

- AlK,) (Gi fi 5,2 # 64D, -20) » 10,8, 64 [, 3 - t.)])

avec : z9-4
ik

e

T

_A(K) (r.a [yl -2+ G4 [, &, 1 4 G4 (X5, ] [&lr.;hﬂ)] dp

En utilisant 3 nouveau les résultats de la sixiéme annexe, nous

obtenons pour chacun des coefficients d'influence une forme analogue 1 ceile

du paragraphe 9.4.2 :
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A |.
ZD.,. = -....1...... Z Ccl. sz ¥ K“H?_I'(K‘) + sz'hlkl)] de

o X
25, wed_ | 2O TP, & WK+ HAK) Jao

ZV. 2.4 2. Gy | P24 + K, A2, (K,) +k,H2,,(K,)J do

. I
it . .
Z3E, a4 s?a'-h P DA | Py +K K (k) M8 06) [de
an _ .
F 243 (K ) #KEH3, (K
Z:Dx.‘k ;-m mk ng -i-K“ Hgk( 4) + 3 g ,_)J de
‘o
¥y | \
i B el
ra B ..1%. NN o oK e K,) + Ky H4 (K,) Lo
e L J
A . 3
i -
ZDs,, =+71?EF G ) > | e, $ KAL)+ K HE () | do
” 1 ol 4
- - -
. + - T
25n, =+1‘F—1,,. WTI4, | 7 oKy l) ¥ I H2 B (de
St - .
e |
L S, t L
ZVn, = ‘]‘;‘Fﬁt;' ("E‘x)mk Py +K HY(K) e 3 (K,) Jda
A -

avec, si | gy, q- Gl > e

¥
P s L) BrBullogtiurtivnd =) =(aru gt i) -4)
" Sk = S

l..*?zkg-)(l‘xﬂ-*?u«) -4 )' ('\h" L’l)(bg—u‘r;‘td"")
?zk« T %k

+ (A,*Z*é‘;h,)(bf(kg*l “‘;bt) ’4) - («\q'z *;Ik)u‘fu ,‘&-2. 'z:lk )"4)

g’lku' I

R

D2 B log (-2 Hyin)-4)- (4,2 o8y Mhog(he2 +5yx) -4)
qun"?ﬁk'
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= % a [ L‘fu“-gk“)- Lﬂf(/\.*ﬁk) + Lag'un‘i'rzhl)" I‘gut\“’{tk}
k nid N g’k‘“‘r‘h gzk"-?,‘k

LapfhelsBe) - Loplhas oty Lagu.-zwm-ﬁfon-mx)]
¥ z:lkol-?lk ;‘kﬂ- ;'Ak

LE|

A “ 4 -4 4
i al: ()‘n*':,ltu) - (A.*ﬁh) + (Aardiicn) = (57 8)
k™ot Sikn~Sik Sikn-C2k

- -4 -
p Ourzetie L Onetitil” | () - (2ot ]

?,y“- ¥k g’qku - $ik
Ny
?!'k = Z %[ 1 - 4 + 4 !
A /\n"';;kﬂ AntTli f\n'*r.r.h- '\"H;-k

+ - *
(\,.'h‘. i'glk“ .\,. +2 ":Ik ‘L-Zi';,.k“ An-f. 1';"#

4 A4 4}

Les formules donnant les termes H sont obtenues en multipliant
par - 5&5} la some des termes du paragraphe 9.4.2 dans lesquels nous avons
successivement remplacé Sy par clk-z, czk-z, Sxp €t C4k’4‘

Dans le cas oll | gy - 5| est inférieur ou égal 3 ¢, le méme
type d'opération permet d'obtenir Ply, Pl,., P3y et P4,

9.5.3 - Partie des coefficients dépendant de GL(MM';t)

La troisieme partie de la fonction de Green s'dcrit

* i
(3.29) G',_ MH) 2 Re {Z?.} ; G, (MM} = T {zz}
ot 2 est obzenu de maniére analogue au cas d'une profondeur infinie,

Les résultats précédents s'appliquent Jonc en introduisant les
fonctions G(z) convenables dans les termes Hk’ et en remplagant A{X) par
3(K). De méme qu'au paragraphe 9.4.3, nous obtiendrons - :Dtik et nen plus

:Dti_k'

el
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9.6 - CONCLUSION

Nous avons domné dans ce neuviéme chapitre les 'équations inté-
grales discrétisées ainsi que les expressions du potentiel et des vitesses.
Les coefficients d'influence ont &té &tablis sous wme forme trés générale,

. afin d'éviter une &criture trop détaillfe qui serait fastidieuse. Il cen-
vient de noter en particulier que les formules ‘asymptotiques n'ont pas &té
consignées ici, et qu'ainsi ce chapitre ne constitue pas un formulaire de

programmation camplet.



Chapitre 10

METHODES NUMERIQUES

Nous avons rassemblé dans ce chapitre. les solutions que nous avons
apportées aux différents problémes mmériques mentionnés au cours des pages pré-
cédentes.

10.1 - DETERMINATION DES POLES REELS DANS LE CAS D'UNE PROFONDEUR FINIE

L'impossibilité de résoudre analytiquement les &quations (6.20) et
(6.28) qui définissent les plles réels des intégrands de la fonction de Green,
ainsi que 1l'équation (6.30) qui dé&termine le pdle double, nous impose de recou-

rir i des solutions numériques.

10.1.1 - Détermmination des pdles simples

Les quatre pdles simples sont obtenus en résolvant les équations

syivantes :

(10.1) (5% FKeosd) = 2VKIhK

qui sont matérialis€es par les figures 6.a et 6.b.

Ces &quaticns peuvent 8tre résolues par la méthode de Newton en
recherchant les intersections entre les droites définies par les premiers membres
des équations (10.1) d'une part, et les tangentes aux courbes définies par les
seconds membres et passant par un point domné arbitrairement (1) d'autre part,
puis en réitérant 3 partir du point obtenu.

(1) L'arbitraire est en fait limité par le critdre de couvergence qui doit Ecre
satisfaic.
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La tangente 4 + YK th K au point d'abscisse KO 2 pour expression

[ ](K-K.):W

et son intersection avec la droite d'équation :

y o s YRBK,

2K,

¢ L&,
sh 2K,

(10.2)

* KFcos @ + 0

(10.3) y=

a pour abscisse

3 ;M[a Z_K]

(10.4) K = 1 sh ik,
;m:\!_&%_[ 4+_;_x-_]

1K, shiK,

Nous obtenons alors quatre relations qui caractérisent chacun des pdles

e 6 K«' H‘“ﬁ P 4 - lKai
1 . Sle,;
Kd(iﬂ! z: —_—
£ cosh +__."K“H'K“ rri . 2K ]
o (VKB [y | ks
K - 1 L sh lKh
(10.5) o Fese Y KuthKi |4, 1K '
1K, | th LKy, |
& JMkuthKy f g 2ks
K . 1 L ﬂ‘\LK‘; J
3G+) _Fexd +\J K,; t Kg: [ 4 . 11Xy
Ky shix;
o - K;.;H\K!!' [4_ LKy
K ) l shin, |
I t("“' -Fc“a +1IJ K’*;& Kl‘i [ ,‘* 1““

L'initialisation des différents pSles peut 8tre réalisée en pre-

nant les valeurs des pbles en profondeur infinie si elles sont supérieures 3

l'unité, et les intersections des droites avec les tangentes aux ccurbes

a l'origine dans le cas contraire.
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Une initialisation plus fine est obtenue en considérant les solu-
tions approchées que nous avons utilisées au huitiéme chapitre.

Les itérations sont arrétées dé&s qu'un accroissement ou une dimi-
nution ¢ du résultat fait changer le signe de 1'équation 3 résoudre.

Les essais mumériques réalis&s ont montré que les initialisations
proposées assurent une convergence rapide (quelques itérations), quels que soient

"
les paramétres w et F.

10.1.2 - Détermination du p6le double

En ce qui concerne le pGle double K. qui vérifie 1l'équation sui-

vante :

(10.6) & » AV ERK, [1-._“.:_] = FlK,)
3

shix,

nous utiliserons 3 nouveau la méthode de Newton en recherchant 1l'intersection de
")
la droite définie par la constante w avec la tangenie 3 la fonction £(K} au point

K, Cette tangente s'é&crit :

(10.7) y(x>=m,)+d_ml (K-K,)
K|,
d'oll la formule de récurrence

@-1(K;)
(10.8) Koy = Kei + _.FlK)'
dK )

soit, en développant les différents termes :

(10.9) 4 ) - 1K, ]
10.9 .
ey m [ h ] I,K H\K [ ?..Kc. ]
sh 2K, sh2i;



L'initialisation est faite en utilisant la solution en profon-
deur illimicée :

(10.10) Km,;,m‘

10.2 - APPROXIMATION D'UNE FONCTION REGULIERE PAR UNE SERIE D*EXPONENTIELLES
COMPLEXES

La méthode d'approximation dont nous ne reproduirons ici que les gran-
des lignes et les résultats que nous avons utilisés sont tirés de travaux non
publiés de J.C. DAUBISSE. Nous lui devons &galement les programmes de lissage et
de résolution de systémes rectangulaires /AN-1/.

10.2.1 ~ Principe de la méthode de Lanczos et Prony

Soit y = f£(x} une fonction réelle de la variable réelle x, que
nous cherchons 3 approximer sur 1'intervalle {a,b] par une fonction de la forme

suivante :
- y 4ix
(10.11) y(xui}—.}l a e a bt

Consicérons n points équidistants pris dans un intervalle
[xb, xb-+nh] contenant [a,b], et écrivons 1'8galité entre y et y en chacun de
ces points. Il vient :

x!’" K’iﬂ'h
(10.12)

(10.13) Cza.e . V. ze



conduit 3 &crire le systéme d'équation suivant :

Cq .l.c,_ .|.....+c“ _y.

CJ‘V4 - szl L SR T +C,“V,'

"
==

L N I T T T T S R T R T T}

(10.14) n -

n " "
QY +4v, & .. ..y GV,

i
;{

Soit Q(v) le polynBme défini par l'expression (10.15)

Yl

(10.15) L T T S P G I 2T

il vérifie 1'équation (10.16) puisqu'il est nul, quel que soit r compris entre
1 et m inclus.

(10.16) Q(V4)C‘+Q(V1)Cl+ e b Qe = Sy Smca Yot ¢ - S Yy ¥V = O
D'ou :
(10.17) Yo Sa t Yt So Y S tYe5m = =Yy

8i nous considérons maintenant les (n-m+ 1) &quations obte-
nues en recommengant la méme opératicn avec les lignes comprises entre k et
(m*k) pour k variant de zéro i {(n-m), nous obtenons le systéme linéaire (10.138).

-

u

Yﬂﬂ[ s.' +Yﬁ'1$1-+ st +Y4$n-4 +%gm -yll
(10.18) IR L L

L T T e O N T T T T T B R R |

_Y!I

1)

Yu-qg4 +Yu-2$1+ e e o Y ;n--'“f s

LR TT - ™
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Ce systéme de (n-m+1) équations linéaires d& m inconnues est
rectangulaire vertical dans la mesure ol (n-m+1) est supérieur 3 m. Ainsi, en
choisissant n supérieur & 2m-1, nous pouvons en déterminer une solution au
sens des moindres carrés par la méthode de Householder.

Une fois les m valeurs SysSgs e Sy déterminées, la résolution
du polyndme (10.15) nous fournit les m valeurs des v, et done des‘ki.Le systéme
(10.14) est résolu par la méme méthode que précédemment ; il permettra de con-

naitre les s et donc les aj.

11 convient de remarquer que les V. sont les sclutions d'une
&quation algébrique 3 coefficients réels et qu'elles sont, i ce titre, soit
_ réelles, soit complexes conjuguées deux 3 deux. Il en est donc de méme des Ai
et des a,. I1 en résulte finalement que y(x) est une fonction réelle.

10.2.2 = Pringipe de la méthode de Householder

' La méthode de Householder (encore appelée mé€thode du Q.U.)
utilise des transformations orthogonales, afin de réduire le systéme linéaire
initial 2 un systdme triangulaire supérieur.

Soit 3 résoudre l'équation matricielle A X = B. Si nous rem-
plagons la matrice A par un produit Q.U. composé d'une matrice orthogonale
symétrique Q et d'une matrice triangulaire supérieure U, il vient :

(10.19) Q.U.X =8
d'otr
(10.20) Ux-¢"s = Q8

Le systeéme est dé€s lors ré€solu puisque U est triangulaire.

La décomposition de la matrice A est obtenue en utilisant des
&léments réflecteurs H définis par :

(10.21) CI-tud s ue R[du=4
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Fn effet, si a est un é&lément de Rn, il existe H et a tels
que Ha est &gal a ae, o e, est le premier vecteur de la base canonique de RE.
La matrice Q se présente alors sous la forme d'un produit de (n-1) matrices

(10.22) Q=H.H . W

ol H' est obtenu 2 partir du vecteur u’ inclus dans le sous espace de dimension

n-r+1 orthogonal aux r-1 précédents.

11 convient de noter qu'une telle méthode permet de résoudre

un systéme rectangulaire comprenant plus de lignes que de colonnes, 4 condition
que son rang soit maximal. La solution ainsi déterminfe satisfait au mieux
1'ensemble des équations au sens des moindres carrés.

10.2.3 - Mise en ceuvre du programme de calcul

Le programme de lissage laisse 3 l'utilisateur la maltrise de
1'intervalle [a,bl du pas h et du nombre m des exponentielles complexes.

Dans le cas qui nous intéresse, l'intervalle théorique du
lissage n'est pas borné, certaines précautions doivent donc €tre prises.

- Les exposants Ai doivent tous avoir des parties réelles né-
gatives, ce qui sera obtenu en prenant une borne b suffisamment grande pour
que la fonction ch®K soit prépondérante vis-3-vis des autres termes et impose
une décroissance exponentielle. Dés lors, ce sont les parties imaginaires des
A; et les coefficients a; qul prendront en charge la représentation des éven-

i
tuelles pentes fortement positives correspondant 3 des oscillations.

- Le pas h doit &tre suffisamment petit pour décrire correcte-
ment la fonction y = £(x), mais le nombre n des points imposés doit rester
compris entre deux et quatre fois le nombre m des exponentielles, afin que le
systéme 3 résoudre ne soit pas trop fortement rectangulaire.

- Le nombre m des exponentielles doit rester inférieur i dix
pour éviter l'existence d'oscillations de y entre les points imposés.

Aprés de nombreux tests, nous avons opté pour quatre ou six
exponentielles et un nombre de points compris entre quinze et vingt sur 1'in-

tervalle (0,20]. Quand la fonction & approximer varie trds vite au voisinage
de l'origine, le lissage est effectué sur 1'intervalle [-1,20].
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PARTIE RZGULIERE DE GC'1
NOMBRE DE FROUDE : F = 0.15

PULSATION RELRTIVE 2.00

NOMBRE DE STRGUHAL 0.30

ANGLE TETR 0.50

10

0.

0.0%

¢.00

FONCTION VRAIE

-0.05

1

F;D.lﬂ

0.02

1

-0.80

i
—

w10
-0.02

ECART
-0.04

0.06

.00 4.0C 3.00 12.00 16.00 20.00

figure 10.a 1!
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PARTIE RECULIERE DE"C'Z2

NOMBRE DE FROUDBE F o= 0.i5
PULSATIAN RELSTIVE = 2,00
NOMBRE DL STRQUHSL = (0.30
ANGLE TETA = (0,50
@
‘:'q
o
‘:-_
{3
o )
D--
e
=
Q.-
g
. oo 3.00 12.00 15,00 20. 00 24,00 25,20 3200
L= ]
<
=
‘3‘“\—/\/
t
é_
g‘ 1 1 ] i 1
's. 00 3,00 12.00 0o 20,00 24, 00 23.20 12 6o

figure 10.2 2
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PARTIE REGULIzRE Bt C'i

VRAIL

ECART

NOMBRE OE FRQUDE : F = 0.1%
PULSATIZN RELATIVE = 2,003
N@MBRE [B& STROUHAL = 0.30
ANGLE TETHR : = 0.58
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PARTIE REGULIERE 0E"G'2

NCMEBRE 0t FROUDE : F
PULSATION RELATIVE
NOMBRE 0 STROUHAL

ANGLE TETA

il

C.

.02

1
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figure 10.2a 4
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PART Iz REGULIZAE

NOMBRE DE FROUDE
PULSATION RELATIVE
NOMERE D& STROUHAL

RNGLE TETA

[0}
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PARTIE REGULIERE DE G'2

NGMERE D& FRQUOE F = 0.!5

PULSRTION RELRTIVE 2.00

[

NOMBRE OE STROUHAL C.30

ANGLE TETA : = 1.05

0.0y

0,00

-0, 04

FONCTIGN VRAIE
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-0.02 -p.ﬂﬂ
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0,06

o
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T
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o0

figure

10.a 6
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Les calculs réalisés en double précision (treize d&cimales
sur I.B.M. 370/135) fournissent une approximation de 1'ordre de la simple pri-
cision (six décimales) sur 1l'ensemble du rTésultat. Notons, par ailleurs, que
la précision de 1'intégrale d'une exponentielle sur l'intervalle [0,»[ est du
méme ordre de grandeur que celle avec laquelle la fonction est connue. Ceci
et cela montre que la méthode est parfaitement adaptée au probléme 3 résoudre.

Les figures 10.a repré@sentent différents lissages que nous
avons utilis@s dans le programme de diffraction -radiation.

10.3 - INTEGRATION NUMERIQUE PAR RAPPCORT A LA VARIABLE B

10.3.7 - Intégraticn de Gi(M,M';t)

n,

La résolution du probléme de la diffraction-radiation & nombre
. de Froude non nul peut nécessiter une discrétisation assez fine. Par ailleurs,
les intégrands sont d’autant plus oscillants que la facette influengante et le
point influencé sont plus proches de la surface libre, comme le montrent les
figures 10.b relatives 3 une source ponctuelle tré&s &loignée des points de cal-
cul (c'est le cas le plus défavorable}. I1 convient donc de prévoir une méthode
4 pas d'intégration variable. La méthode de Simpson présente 1'avantage d'uti-
liser des points &quidistants, ce qui permet de définir un premier maillage
assez large suffisant pour les intégrands peu oscillants, puls deux autres
maillages obtenus en coupant ces intervalles en deux et en quatre. Les sommets
communs d deux facettes-peuvent ainsi servir 4 une intégration avec peu de
points pour la facette la plus immergée, et un pas moitié pour 1l'autre, par

le truchement de coefficients appropriés.

Sur 1l'intervalle [O,-b%], le nombre de points d'intégration
minimal a &té choisi égal 4 17 (ce qui donne un pas maximal de 0.098) ; les
deux autres maillages sont alors égaux 3 33 (ce qui donne un pas de C.049) ou
3 65 {ce qui domne un pas de 0.025). Les erreurs sont alors majorées respecti-
vement par : 1.01 1077 gIV(e), 3.17 1072 gfv[e) et 9.90 107" gIV(e).

10.3.2 - Intégration de Gé(M,M';t}

Quand v est inférieur 3 v_, la fonction GL(M,M';t) est calculée

C!
par la méme méthode que G}(M,M';t)
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Quand v est supérieur i Vs 1'intégrand de Gi(M,M‘;t) présente
une singularité de la forme ([_ﬂ--(i!c])'”2 qui introduit des difficultés impor-
tantes. Nous avons envisagé deux familles de méthedes. La premiére consiste &
isoler la singularité sur un petit intervalle [8_-€, 8 +e] et la deuxiéme a
séparer la singularité de la partie réguliére sur tout l'intervalle (O, +A%].

L'intégration séparée de la singularité est obtenue
en utilisant directement les formules (5.66) ou {6.76) si la profondeur est
finie. L'intervalle d'intégration est découpé en trois parties [0, 8_-cl,
Iec-e, ec+e] et [8C+e, + %]. Sur le premier et le troisiéme intervalle, nous
avons mis en oeuvre la méthode de¢ Simpson d€jd décrite. Sur l'intervalle cen-
tral, le numérateur est moygnné et le dénominateur est linéarisé ; c'est-a-dire
que la fonction 4 intégrer subit 1'approximation suivante :

(10.23) {{s) £0.) o
VH"‘H’Q:&‘ ~ ?-v‘)ﬁ.nec ‘Ylg_a"i £ [ e~ Ve }

I1 est alors difficile d'obtenir un résultat stable dans la mesure ol € doit
étre suffisamment petit pour que l'approximation (10.23) ne soit pas trop
grossidre, et assez grand tout de méme pour que la dérivée quatriéme de la
fonction 3 intégrer ne soit pas trop grande dans la mesure ol le majorant de
1'erreur due 3 la méthode de Simpson est sur les intervalles [0, Bc-e] et
[9C+E, + ;'Zr-J :

S w
(10.24) M= b S

aw &'
Le terme le plus défavorable di @ la singularité est de la forme A e™/%,
L'erreur est donc majorée par :

(10.25) M ANEN

AT
30 30 4
ce qui nous impose un pas trés fin. En prenant pour £ la valeur maximale de
0.05 et pour M celle de A.10'6, le rapport h/e est égal 3 0.27, et un minimum
de 14Q points d'intégration est nécessaire sur la somme des deux intervalles.
Cette quantité de points d'appui est prohibitive puisqu'elle conduit 3 des

coiits exorbitants.
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POSITION DE LA SOURCE : X_ =0. Y. =0. 2_-=

POSITION DU POINT : ‘(P =1, Y =1. Z_ =-0.
NOMBRE DE FROUDE F

n,

W

PULSATION
NOMBRE DE STROUHAL t v = 0.45

G'11=RE(G'1)
0. 00

-3.40

F;O.GO

0,40 0.30

a.c0o

C'i2=IMI{G'1)

-0.40

5 0.30

T 1 I 1 1
ca .20 o.40 .70 c.30 1.0C
TETS
4
A
Y
L
AN
1 T 1 1 1
oo S.2C S.40 .60 _t.32 1.02
TETH

figure 10.h 1



C'12=IM{(G"1)

POSITION DE LA SOURCE : X, = 0. Y =0. Z_ =

POSITION DU POINT
NOMBRE DE FROUDE
PULSATION

NOMBRE DE STROUHAL

.
. I

IRVEEY

=1. Y =1, ZI_=-0.02

+ F=0.15
: o = 3.00

0.45

1.70

.10

Iy

.30

1

Rt

0

¢.ca ¢.20 g.40

-0, 730

o0

figure 10.b 2
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Cette méthode peut &tre améliorée en redécoupant
les deux intervalles extrémes en deux parties chacun et en intégrant la fonc-
tion avec un pas usuel de 0.10, sauf 3 proximité de la singularité ol le pas
est alors affiné. Un nombre de points de l'ordre de 50 est alors suffisant.

La solution qui semble &tre la plus intéressante
pour diminuer le nombre de points consiste i réaliser une E;Lpproximation plus
fine de 1'intégrand sur l'intervalle [Bc-e, 9 c+€]' Par nature, le numérateur
£(6) ne se préte guere a des développements classiques en s€rie puisque sa
dérivée d'ordre n présente des singularités de la forme (|o-8 c:|)"(23'+U /2
pour i entier compris entre 1 et n. D&s lors, le procédé le plus simple réside
dans la réalisation d'un développement de 1'intégrand complet en fonction de

|6-6.|. Nous obtenons alors dans le cas ol la profondeur est illimitée :

850 KyG306¥)- Ketas) - 2 +5¢][63(a.'-54 64(3+L-¢]

¢ V-4 st <
" cd*][m(a -bK) + Gt a+u)]

(10.26) -
6co, o zoAE®)-2632y)  f2 walles@aiti) - e(an . )}
e T T eer . T .
o e da]f@izebo . g -.L‘)J

L 1

avec da. 15" . (3|'39 . I c=-33" ; d-_-,2c]:g-96

VVsino, oy

224850 ; ¥abhd\VVnb,

Un tel dévéloppement est utilisable puisqu'il peut &tre intégré analvtiquement
sur 1'intervalle (8 _-¢, O.+c]. En effet, un changement de variable approprié
permet de se ramener 3 des intégrales de la forme (10.27) pour n variant de

z8ro § trois.
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% ’
(10.27) Jy"G‘lly)dy o Jyn63(y}dy

9 L]

I1 convient de noter qu'il n'est pas possible d'intégrer analytiquement un
développement 3 1'ordre deux par rapport 4 la variable «. L'approximation ainsi
réalisée permet de choisir e &gal & 0.1 puisqu'’alors un rapport h/¢ de 0.20
correspondant 3 70 points d'intégration sur la somme des deux autres interval-
les conduit a4 un majorant égal i A.10-6 (45 points correspondent a un majorant
de A.10-5 et 27 points 3 un majorant de A.10'4). Le colit de cette méthode reste

8levé puisque le nombre de points d'inté&gration est encore trés grand.

o ————— N " — s

La méthode que nous proposons ici est une générali-
sation de celle de Kantorovitch /AN-2/ applicable aux int&grales de la forme
suivante :

' b

| fix) . .
(10.28) J;m da ; 0<&< 1 ; a<x%,<hb

ol £(x) est une fonction de classe m supérieure 3 l'unité, et qui repose sur
un développement en série de Taylor.

Soit ¥(x) une fonction définie sur {a,b}, présentant
les mémes singularités que 1'intégrand de (10.28) et telle que 1'intégrale
{10.29) puisse &tre calculée analytiquement.

b
(10.29) J‘P(x) dx
a

Nous pouvons alors calculer 1'intégrale (10.28) en la décomposant de la manidre

suivante

b b
(10.30) J 0 dx = [ fl _ “Elx)]dx +J Yx)dx
2

(x"xn)‘ (x"' X,
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Dans cette expression, le premier terme du membre de droite est l'intégrale
d'une fonction suffisamment régulidre pour qu'une méthode mumérique puisse
8tre utilisée avec succds, et le deuxiéme terme peut &tre calculé analytique-
ment.

Contrairement 3 la méthode de Kantorovitch, le
choix de la fonction ¥ (X} est ici entidrement libre.

Dans le cas qui nous intéresse, nous pouvons choi-
sir pour ¥ la fonction dé&finie par :

¢(o) = 2igae” A 8>0,
0-9,
(10.31)
P(e) = 2mz A 9<o,
L 6“9

La figure 10.c.1 représente les parties réelle et imaginaire de la différence
entre l'intégrand et la fonction ¥(8). Cette fonction est régulidre, mais ses
dérivées ne le sont pas puisque la dérivée d'ordre n présente une singularité
de la forme ]G-GC{'(21-1)/2 pour i compris entre 1 et n. Le majorant de l'er-
reur due 3 la méthode de Simpson sur les intervalles [0, Sc-e] at [ec+e, + %]
s'écrit

s e
(10.32) MARE" LA s”‘(.h)‘
30 30 £

Pour ¢ &gal 3 0.1 et M égal 3 A.10'6, nous obtenons un rapport h/e de 0.31, e:
un minimm de 45 points 3 répartir sur les deux intervalles extr8mes. L'erreur
numérique commise sur l'intervalle central ne peut pas &tre contrdlée au moven
d'un majorant.

Si nous prenons pour ¥ la fonction suivante :

Yio) . [7;2? LbVEe |2inad e [es(a')*mtz)] 50,

(10.33)

Y(9)={ 2__b o8| tnad 4¢ {szca:)+a4(z')] 6<a,
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la partie i intégrer numériquement est réguliére, mais ses dérivées ne le sont
pas. Néarmoins, la fonction obtenue est plus facile 3 intégrer numériquement.

La figure 10.d représente les erreurs relatives
obtenues dans les deux cas précédents par la méthode de Simpson en fonction
du nombre de points' d'appui. '
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5 : e e
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figure 10.4

10.4 - PROBLEME DE LA RESCLUTION DE L'EQUATION RELATIVE A LA DISTRIBUTION
MIXTE DANS LE CAS GENERAL

Nous avons vu au quatriéme chapitre que des termes contenant les
dérivées suivant s' apparaissent dans 1'équation de Fredholm relative i la
distribution mixte lorsque la caréne et la surface libre ne sont pas normales
entre elles 3 la flottaison.
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Plusieurs méthodes peuvent €tre envisagées pour résoudre cette équa-
tion intégrale dans le cas général ; nous les avons classées en deux groupes.

10.4.1 -~ Résolution au moyen d'inconnues supplémentaires

La premiére famille de méthodes consiste 3 considérer les ter-

mes %%r comme des inconnues supplémentaires. I1 est alors nécessaire de créer

autant d'équations que nous avons ajouté d'inconnues. Pour cela, nous pouvons
soit écrire la condition de glissement en de nouveaux points, soit écrire que
le potentiel est nul 3 1'intérieur de la caréne. Le choix de la cte des points
de contrSle est délicat dans la mesure ol il ne nous semble pas sérieux de les
éloigner trop de la surface libre, et ol plus ils sont proches de la surface
libre plus les intégrands correspondant sont oscillants. Notons, par ailleurs,
que les inconnues supplémentaires peuvent &tre limitées aux segments contenus
dans le plan de cBte nulle ou bien &tre &tendues 3 toutes les facettes limitro-
phes de la surface libre.

Les essais numériques réalisés montrent gque ces méthodes con-
duisent 3 des déteminations de %é; trés différentes de la variation de u sui-
vant $'. I1 semble donc difficile d'obtenir ainsi des résultats convenables
quelles que soient les formes du corps flottant.

10.4.2 - Résolution par itérations successives

La seconde famille de méthodes consiste 3 résoudre 1'équation

intégrale compléte par itérations successives. Pour cela, 1'équation est réso-
lue sans tenir compte des termes %%T, puis %%T est calculé et reporté dans le
second membre, et ainsi de suite jusqu'd ce que les diverses solutions conver-

-

gent vers une valeur stable. L3 encore, deux possibilités s'offrent 3 nous en

ce qui concerne le calcul de %ET, 3 partir de p. Nous pouvons soit calculer ce

terme mumériquement par "‘dérivation”, soit le calculer 3 partir de l'expression
a -

intégrale de 2T ${M;t), ainsi que nous l'avons fait pour obtenir §§T d(M:t).

La premi3re méthode nécessite une extrapolation de la dérivée

dans la mesure ol seule la connaissance de u sur deux facettes situées l'une

au dessus de l'autre permet de rechercher la valeur de %%T d l'extrémité supd-

rieure de la facette du haut ; il en résulte que la comnaissance de %%T n'est

qu'approximative,



Le second procédé ne peut €tre mis en oeuvre par de nouveaux
coefficients d'influence pour des points de contrdle situés trds prés de la
surface 1ibre, ce gqui conduit i intégrer mumériquement des fonctions trés os-
cillantes.

L'étude analytique de la convergence d'un tel systéme itératif
ne peut guére &tre poussée trés loin puisque les différents opérateurs linéai-
res utilisés sont constitués de coefficients d'influence qui ne possédent pas
a priori de propriétés permettant de conclure. Dans ces conditions, la conver-
gence ne peut qu'@tre testfe numériquement en calculant par exemple la norme
de l'opérateur tésultant et en s'assurant qu'elle est inférieure d 1'unité.

11 semble difficile d'obtenir ainsi de bons résultats puisque
nous savons que 1'intégrale de ligne représente ume infinitude, et qu'en négli-
ger certains termes peut entrainer des instabilités numériques ; ce que nous
avons du reste observé lors de tests sur une caréne de la série soixante.

10.5 - FREQUENCES IRREGULIERES

Les premiers tests mmériques ont permis de mettre en évidence
1'existence de fréquences irrégulires dans le cas de la distribution mixte
de Green, mais pas dans celui de la distribution de sources, ainsi que le
montre la figure 10.e relative au mouvement de la barge D.N.V. (discrétisée
en dix facettes) pour un nombre de Froude de 0.15.

11 n'est malheursusement pas possible de déterminer 3 l'avance ces
fréquences irréguliéres, méme pour des corps de géométrie simple, dans la me-
sure ol il n'existe pas {contrairement au probléme & nombre de Froude nul) de
solution 3 variables sé&parées.

Par ailleurs, il convient de noter que le programme utilisant la
distribution de sources peut admettre des fréquences irréguliéres différentes
de celles correspondant 3 la distribution mixte de Green puisque dans le cas
d'une vitesse de route non nulle, les deux équations intégrales relatives 2
chacune de ces méthodes ne sont plus adjeointes.

Pour &liminer les fréquences irréguligres du programme de calcul
fondé sur la distribution mixte, nous avons zjouté des &quations supplémen-
taires qui imposent au potentiel d'&tre mul en un ou plusieurs points I 1l!'in-

térieur du flotteur.



a Sourcas

. Sources et Doubiets 1 o

- 204 -

Sources et Doublets 2

L'M“
B_/ﬁ\
/ o &
- ’,
1 - '/-'-.--.-“-.-“ /l
- - -
/.‘ ‘.-“'/“/‘ ~ T‘ ""/3
-
'_.-_-.—':'f-d:"“ \
.
o
.
; L
! /‘
-1 ] /
v a
0 , =
CA !
1t ].
. /
4
o O
s*/*"ﬂ-‘é‘*ﬂ
0 .‘____.________‘_‘______/ ’Q
/
.
i
"1 F /
0 1 @

figure

0.8



10.6 - PRESENTATION DES PROGRAMMES DE CALCUL

Chaque programme de calcul (avec et sans fond} se compose d'un train
de programmes &lémentaires qui communiquent entre eux par 1’intermédiaire de
fichiers sur disques. Ce procédé permet de n'occuper qu'un minimum de place
mémoire pendant la plus grande partie du temps de calcul et de n'occuper une
place mémoire importante que pour le minimum de temps.

Nous avons conservé les programmes de calcul des éléments des facet-
tes et des parties des coefficients d'influence dépendant de —méT— qui exis-
taient dans les trains de programmes antérieurs concernant les problémes de
la diffraction-radiation et de Neumann-Kelvin, en ne leur apportant que les

modifications nécessaires pour traiter notre probléme.

Chaque train de programme est doté d'une option permettant de trai-
ter la caréne compléte si elle est dissymétrique ou simplement une moitié si
elle présente une symétrie suivant le plan 0,x,z,. Le cas de deux symétries
n'a pas 6té envisagé puisque 1l'écoulement ne peut présenter qu'une symétrie
au plus en raison de la vitesse d'avance.

Le balayage pour un nombre de Froude domné se fait en fonction de
la fréquence apparente m puls les couples [0 B) correspondants sont calculés
pour des angles 8 variant avec un pas multiple de 15° depuis 0° jusqu'a 180°
ou 360°

Les sorties des programmes sont adaptées aux entrées d'un programme

de calcul des €léments statistiques.

La durée de traitement nécessaire pour effectuer un balayage en inci-
dence relatif 3 un nombre de Froude et une fréquence en profondeur illimitée
est quatre fois supérieur i celui correspondant au programme de calcul dans le
cas du point fixe, toutes choses égales par ailleurs. Lorsque la profondeur es:

finie, ce rapport est égal 3 seize.

10.7 - INFLUENCE DE LA DISCRETISATION

L'&étude de 1l'influence de la discrétisation sur les résultats est
nécessaire pour prévoir le nombre de facettes optimal pour un corps denné. Ma-
turellement, une bonne connaissance de cette influence ne pourra 2tre acquise
qu'aprés de nombreux tests sur différentes carénes. Une premiére approche de

ce probléme a cependant pu €tre effectu€e sur la barge du D.N.V. en utilisant



-

- 206 -

Ainsi que 1'a montré J.M. KOBUS dans sa thése /HY-23/, cette méthode n'&limi -
pas toutes les fréquences irréguligres, mais seulement celles qui correspon-
dent 3 un potentiel non nul en ces points qui doivent donc €tre choisis judi-
cieusement pour que les fréquences irréguliéres compatibles avec les &quations
supplémentaires soient en dehors du domaine d'utilisation du programme de cal-
cul. Le systéme d'équations ainsi obtenu est rectangulaire puisque nous avons
plus d'équations que d'inconnues. Il n'’est cependant pas nécessaire de créer
de nouvelles inconnues, puisque la méthode de résolution de Householder per-
met de déterminer la solution d'un tel systéme. Nous avons porté sur la figure
10.e les ré€sultats du programme 2 ainsi obtenu.

Quant au programme utilisant la distribution de sources, la
figure 10.f représente 1l'évolution du dé&terminant au voisinage de la fréquence
irréguliére précédemment é&tudiée.

“log{det)
0L
~101
L 4 - 0 a
_20 4 -
0 1 2

figure 10.f
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deux discrétisations pour certains points (dix et vingt quatre facettes sur
la demi barge). Les résultats obtenus permettent de faire les remarques sui-

vantes.

Les résultats obtenus avec un trds petit nombre de facettes par les
deux mé&thodes présentent un accord convenable dans 1'ensemble, sauf pour le
cavalement.

Les résultats obtenus avec la deuxiéme discrétisation sont relative-
mént peu meilleurs que les résultats précédents, ceci méme au voisinage du
nombre de Strouhal Ve z0ne dans laquelle le nombre de points d'intégration a
une grande influence.

I1 semble donc raisonnable de ne pas trop affiner la discrétisation
des carénes 3 érudier, et d'effectuer les découpages en facettes suivant des
critéres analogues 3 ceux utilisés dans le cas d'un nombre de Froude nul.






Chapitre 11

RESULTATS NUMERIQUES

Nous avons réalisé quatre programmes de calcul 3 partir des méthodes
que nous venons d'exposer. Les deux premiers sont relatifs 3 la profondeur
illimitée et les deux autres i une profondeur finie. Dans chacun des deux cas,
1'un d'entre eux met en ceuvra une distribution superficielle de sources et
1'autre une distribution mixte de Green (sources et doublets normaux). Nous
avons rassemblé dans ce chapitre les résultats numériques que ncus avens obte-

nus pour deux flotteurs.

11.1 - CHOIX DES TESTS

Afin de tester la validité de nos programmes de calcul, nous avons
retenu deux flotteurs pour lesquels nous possédons des résultats numériques
et expérimentaux dans différentes conditions.

TI»TOT - Barge du DoNav.

La barge du D.N.V. est un corps géométrique simple puisque sa
caréne est un parallélépipéde rectangle (longueur : 90 m, largeur : 90 m,
tirant d'eau : 40 m).

Ce flotteur a servi 3 l'Association de Recherches Actions des
Eléments /HY-38/ pour comparer les performances des différents programmes de
calcul de diffraction-radiation au point fixe en profondeur illimitée.

Par ailleurs, des résultats numériques concernant le cas de

la profondeur finie sans vitesses d'avance sont domnés par A. CLEMENT /HY-9/.

Nous avons donc choisi cette barge pour juger de l'accord qui
existe entre les deux distributions de singularités, ainsi que du comportement
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de nos programmes dans les cas limites.

11.1.2 - Séries 60 - Coefficient de Bloc 0.70

La caréne de coefficient de Bloc 0.70 issue des Séries 60 de
F.H. TODD /HY-34/ a servi de mod&le expérimental & J.H. VUGTS /HY-35/ et de
modéle mumérique 3 M.S. CHANG /HY-8/ dans le cas ot la profondeur est illimi-
tée pour un nombre de Froude é&gal 3 0.20.

Nous avons choisi cette caréne pour tester le programme de
calcul fond€ sur la distribution de sources lorsque la prefondeur est infinie
et comparer les ré&sultats ainsi obtenus 3§ ceux des deux auteurs précédents.

11.2 - RESULTATS CONCERNANT 1A BARGE DU D.N.V.

Dans le cas ol la profondeur est illimitfe, nous avons réalisé deux
. . "
balayages en fonction de la pulsation de rencontre w.

Le premier concerne un nombre de Froude trés petit (F = 0.01). I1
montre que les deux distributions donnent les mémes résultats que le programme
de diffraction-radiation au peint fixe fondé sur la méthode des singularités
(distribution mixte) pour le méme nombre de facettes (10 sur la moitié de la
caréne).

Le second a &té réalisé pour un nombre de Froude égal & 0.15. Les
figures 11.a et 11.b montrent respectivement les résultats relatifs aux coef-
ficients de masses d'eau ajoutée et aux coefficients d'amortissement (compte
non tenu des corrections de la premiére arnexe). Ces résultats montrent qu'il
existe dans l'ensemble un accord convenable entre les deux méthodes, et que
les différences les plus importantes concernent les modes qui induisent des
vitesses normales suivant l'axe Ox (cavalement, tangage et lacet). Notons éga-

lement qu'au voisinage du nombre de Strouvhal v_ (w = 1.67), il existe une cer-

o
taine dispersion entre les deux méthodes (v = 0.24 et v = 0.26) qui s'explique
partiellement par umn nombre insuffisant de points d'intégration en fenction de

9 et de facettes.

I1 convient de noter que les formes de cette barge sont particulié-
rement massives et donc pénalisantes. De plus, les résultats concernant les
mouvements sont toujours meilleurs que ceux relatifs aux coefficients hydro-

dynamiques.
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Barge du D.N.V. (10 facettes sur la demi-caréné). Profondeur infinie.

Nombre de Froude :
Longueur

o Distribution de sourcges

F=0.15
: L =90.00m
¢ Distribution mixte
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Barge du D.N.V. (10 facettes sur la demi-carsne). Profondeur infinie.

Nombre de Froude : F = 0.15
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Dans le cas ol la profondeur est finie, nous avons effectué deux

types de tests ne concernant chacun que quelques points,

Le premier est relatif 3 une trés grande profondeur (dix fois la

longueur du flotteur) pour un nombre de Froude égal 4 0.15. Nous avons alors
retrouvé les résultats déja obtenus dans le cas de la profondeur illimitée.

Le deuxiéme concerne une profondeur faible (une fois et demi le
tirant d'eau) et un nombre de Froude trés petit (F = 0.01). Nous avons alors
retrouvé les résultats déjd obtenus dans le cas d'un nombre de Froude nul par
A. CLEMENT /HY-9/.

11.3 - RESULTATS CONCERNANT LA CARENE Cg 0.70 DES SERIES 60

Dans le cas od la profondeur est illimitée, nous avons effectué un
. Ny - -+ ]
balayage en fonction de w pour un nombre de Froude &gal 3 0.20. Pour cela,
nous avons discrétisé la demi-caréne en 27 facettes.

Seul le programme du calcul fondé sur la distribution superficielle
de sources a &té€ testé dans la mesure oll la caréne ne coupe pas perpendiculai-
rement la surface libre en tout point de la flottaison.

Nous n'avons pas fait de calcul dans le cas ol la profondeur est
finie en raison des colits €levés d'une part, et du manque de résultats expé-

rimentaux d'autre part.

Nous avons rassemblé sur les figures suivantes nos résultats, ainsi
que ceux cobtenus expérimentalement par J.H. VUGTS et ceux obtenus numérique-
ment par M.S. CHANG. Nous ne disposons malheureusement que de courbes concer-
nant neuf coefficients hydrodynamiques.

Ces comparaisons montrent que notre programme de calcul donne dans
l'ensemble d'excellents résultats avec un petit nombre de facettes (27 sur
la demi-caréne). I1 serait cependant souhaitable de pouvoir ultérieurement
tester d'autres discrétisations, et d'effectuer des comparaisons plus détail-
lées au voisinage du nombre de Strouhal critique.
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Séries 60 CB 0.70 (27 facettes sur la demi-caréne). Profondeur infinie.
Nombre de Froude : F = 0.20

Longueur

: L=121.92 m

e résultats de J.H.VUGIS (modeéle complet)
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Séries 60 C, 0.70 (27 facettes sur la demi-caréne). Profondeur infinie.

Nombre de Froude : F = 0.Z0 TA
.1 = - ii . -
Longueur :L=1721.92m CAii VLT ie 1,3
e résultats de J.H.VUGIS (modéle complet) TA
o résultats de J.H.VUGTS (somme des sections) CA; = 57 110 ie 4,6
c résultats de M.S.CHANG '
x résultats des présents calculs — Méthode des tranches 5
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figure 11.d



Séries 60 CB 0.70 (27 facettes sur la demi-caréne). Profondeur infinie.
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Nombre de Froude ;: F = 0.20

MA. .
. = h . = 1
Longueur + L=121.92 m CMi} 5L
e résultats de J.H.VUGIS (modéle complet) TA
o résultats de J.H.VUCTS (somme des sections) CAij = vala
[
¢ résultats de M.S.CHANG
x résultats des présents calculs — Méthode des tranches
f § f S
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X
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o o 0 5 o X
0,00 } ; o _ff....--""_ A 00 6
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11.4 - CONCLUSION

Les différents tests que nous avons réalisés mettent en &vidence un
accord convenable entre les résultats obtenus au moyen des deux distributions,
ainsi que la validit@ des résultats du programme de calcul fondé sur la dis-
tribution de sources par comparaison avec les points expérimentaux de
J.H. VUGIS.

D'autres tests devront &tre effectusés pour délimiter complétement
le domaine de validité des programmes de calcul, en particulier, dans le cas
de grands nombres de Froude et lorsque la profondeur est faible.






CONCLUSTION

L'étude que nous venons d'exposer dans ce mémoire nous a permis de
contribuer 4 1'acquisition d'ume meilleure cormmaissance du phénoméne de la
diffraction-radiation avec vitesse d'avance et de sa modélisation numérique.

Bien que nous n'ayons pas tenté de formuler le probléme linéarisé
en termes d'analyse fonctionnelle et que nous ne puissions donc pas avoir
d'id&e rigoureuse au sujet de l'existence d'une sclution et de son unicité,
la qualité des résultats mumériques obtenus dans des conditions défavorables
(faible nombre de facettes, peu de points d'intégration, flotteurs massifs...)
laisse supposer que ce detnier est bien posé. I1 est évident qu'un long tra-
vail sera nécessaire pour régler définitivement cette question.

Par ailleurs, certains points tels que l'influence de la discrérisa-
tion sur les résultats et plus particuliérement sur le cavalement (maillages
plus fins, facettes plus petites au voisinage de la surface libre), l'exten-
sion du programme de calcul fondé sur la distribution mixte de Green pour les
carénes quelconques, la suppression d'é&ventuelles fréquences irréguliéres pour
le programme de calcul fondé sur la distribution de sources, méritent d'Etre
analysés de maniére encore plus approfondie, afin de recevoir des selutions

satisfaisantes.

L'inexistence de résultats expérimentaux et mumériques a rendu impes-
sible le test des programmes relatifs au cas d'une profondeur limitée pour des
nombres de Froude usuels en eau peu profonde. Cependant, nous espérons pouvoir
confronter prochainement des résultats numériques et expérimentaux puisque des
essals sont prévus pour l'amnée 3 venir au Bassin d'Essais des Carénes de Paris,

Néammoins, l'aboutissement le plus concret de ¢ travail est la mise
an point de programmes de calcul d'ores et déjd onérationnels et utilisnbles :
des fins industrielles qui constituent, par ailleurs, un point de départ pour
des recherches concemmant des sujets tels que la résistance ajoutée ou l'hydro-

&lasticité.






Annexe 1

COUPLAGE ENTRE LA VITESSE D'AVANCE ET LES OSCILLATIONS

Al.1 - CORRECTION DE LA CONDITION DE GLISSEMENT

- La condition de glissement relative au potentiel de perturbation
de(M;t) s'écrit sous la forme générale suivante (formule (2.25)) :

(A1.7) 2 oMt aa 2 b Mt 4 [we Kho_,ﬁ].'ﬁ'
_ on P on %

En vertu de 1l'hypothése de linéarité, elle est appliquée sur la position
moyenne de la caréne. Si nous tenons compte de la rotation de la normale au
solide, celle-ci s'écrit :
- - W -
(A‘IoZ) Dan 'l‘ean.

ol N est le vecteur normal moyen. Dé&s lors, la condition de glissement devient :

)
Cﬁ:ﬂ" -+, [n 1-0 AR U [n +3 n )... @/ZPI(M;E}.(;;K.;\:)

{A1.3)

Puisque nous avons supposé que 1' amplitude de 1a houle et 1l'amplitude
des oscillations du solide sont faibles, les termes Gr:zd ¢P(M t), Grad ¢ I{\«[ t},
W, 7 et T sont petits. En négligeant les produits de deux quelconques de ces
grandeurs, nous obtenons au deuxigme ordre prés :

(A1.4) 3 ¢(ut5_Un # U (8,0 - ’;‘ ¢ () + (W 2,M].5,
ho



-
Nous voyons donc apparaitre ici le terme correctif U.fg A Hﬁ) qui
est &gal 3 (ﬁ A 53.35. Or :

— - - - g
(A1.5) VB = U(i“AB) e U(..Bz-dlnd-awiz,‘)

La condition de glissement s'&crit alors :

—t —, o —ty —
(A1.6) $ I8 =U.n, " &1+ (W's 2,0M].n,
on,

§_
on,
Expression dans laquelle le vecteur W' est défini par les relations suivantes :

!
W“ 2 wm

'

(A1.7) Wy, =W,, -U8,,

+
Wy, =Wy, +U0,

I1 est clair que cette correction qui n'affecte que les termes de
radiation ne medifie pas les problémes &lémentaires, et se tradult tmiquement
par des modifications au sein de l'équation de Newton.

Al.2 - CORRECTION DE L'EQUATION DE NEWTON

En utilisant les notations généralisées définies au paragraphe

(3.10), nous pouvons écrire :

kW
w;‘ z (w‘[’;‘- U‘[;)m wb o {wh, + VY )sinek

(A1.8)

W, = (0l $UN ) cosk = (wh] - UL, sinak

Ainsi, nous devens intrecduire dans le premier membre de 1l'équation

de Newton la c¢orrection suivante
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- AFi{a = - TA u(- Ul}_: Coswl o Uz':"sin NL) - TA.‘;( U'?_:, cosul + U‘l:“'gin Ub)
(A1.9)

-~ * ne .
- W\u(.. Vw), coswt + Und, tinat) - ““;3(U‘*"Z; coswk - qussmut]

En définitive, seuls les termes hydrodynamiques MA.., MA.., TA 5 et
TA;, sont modifiés. Ils deviennent :

v r U
Mg = MA, -5 TA,
(A1.10)
] 1] .
MA, = MR+ ;imaz
TA = TAy, + U MA,
(A1.11)

1
TAic M TAI; -V MA;z.

S22






Annexe 2

NOTES AU SUJET DE L'INTEGRALE DE LIGNE

AZ.1 - REMARQUES SUR LA CONSTRUCTION DE LA FONCTION DE GREEN

La méthode que nous avons utilisée pour construire la fonction de

Green appelle deux remarques.

L'une concerne le remplacement de 1'opérateur EI par son exten-
sion Ei 3 tout le plan d'équation =z = Q ; la condition de surface libre
est alors vérifiée sur la surface de flottaison comme sur la surface libre.

L'autre est relative 3 la formulation intégrale de la fonction

lh;Pi que nous avons adoptée ; elle cesse d'8tre valable quand 2z et z' sont
sim:ltanément nuls. Puisque cette expression n'est utilisée que pour des
points M appartenant au plan de cSte nulle, son emploi cesse d'étre licite
dés que z' s'annule.

Une étude complémentaire est donc nécessaire pour mieux comprendre
les différences de nature des fonctions G(M,M';t) et G'(M,M';t), ainsi que
le r6le joué€ par 1'intégrale de ligne. Nous suivrons le méme cheminement que
P. QUEVEL, P. VAUSSY et J.M. KOBUS /HY-15/.

AZ.2 - REPRESENTATION INTEGRALE D'UNE FONCTION ET DE SES DERIVEES

Soit ¥(M,M';t) une fonction que nous écrirons sous la forme suivan-
te

AL

ik B+ysiad)
(42.7) YR« L Re ”‘“’J Slopm o Ferer? kAk}

-Ait o
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et pour laguelle nous supposerons qu'il existe une transformation inverse

(1) qui est :
i
~ik{xcos@+ysind)
(AZ.2) ‘i‘(e,k,t).%l.J Yiunit) e Ty y

Si cette fonction admet deux déterminations différentes sur SL et
sur SF, il n'y a plus d'identité entre les dérivées de la transformée de
Y(M,M';t) et les transformées des dérivées de ¥(M,M';t). Ce sont ces diffé-
rences que nous nous proposons d'évaluer.

A2.2.1 - Dérivée temporelle

La transformée de la dérivée temporelle dans le repeére rela-
tif moyen s'écrit : )

5 ik{x,c059 £y 5in) ik cacB +Y,5inB)

(AZ2.3) ﬁ{ﬂjk;b) ,_‘L ? l*)(nlw;ae {x,cos AeAd 4s +i { 3 W,H';B ci {xcas8 vy, s
5 9 J J3¢, 11 | fot,

' sL

Comme dans ce repére les seules fonctions temporelles sont cos wt et sin wrt,
les dérivations par rapport au temps peuvent &tre sorties des intégrales.
D'od :

'k , -ik * me
(A2.4) a"f“* '=1=-[ ﬂ‘l'(ﬂﬁ'ﬂ etrnlls ﬂmw a0 )ds}
St ALY * 5

]
SL

et ainsi :

A
(A2.5) o Mokt = LU0kt
Oy o,

(1) Ceci ne sera vérifié que si Y{(M,M';t) appartient 3 un espace dans lequel
la différence entre Y(M,M';t) et l'application de (42.1) 3 (A2.2) est

nulle presque partout, ce que nous admectrons ici.



De méme, nous avens

/\
(A2.6) _(91(‘7) '.'_‘l’(ﬂlt B
[ #y

A2.2.2 - Dérivées spatiales par rapport 3 X,

La transformée de la dérivée spatiale par rapport a x, est :

A
(A2.7) ;—:[o,k;k) aiJ’kw(ﬂf"' e tk(&tnﬂl-'ﬁS i_ﬂ;_.‘ﬂ "‘{-"1“59"“{4‘3"'9}d
' .

SL SF

Ce qui s'&crit encore en intégrant par partie :

& .‘lk(X‘ a* ..8) ‘k "
(A2.8) ﬂ(ﬂ,k;khijﬁ-[‘i’(ﬂﬁ;ae e ]SJ,..H [‘P(HHH oy a)JAs
0%, 1) |9,
S

+EEJJW(M!N}BI,‘ wsh & -Ik(x'lcu e'l'frl‘ma) J?(H N a‘hﬁgéak(&.m&'ﬁmnﬁ )ds

St SF
I1 vient ainsi :
5} A A -tk(&.wo'l-‘f‘.i'ma)
(2.9 2Liok;t) =1kewosd Yo k;t) 4 L1 {[[wmmp]]e dy,
X, o ?

En réitérant 1l’'opération, nous obtenons les expressions des dérivées secondes :

- +y5ing)
{A2.10) ﬂ_(Ok i:)-_b:[kcow?{ek L-)+Z_J'[[‘P HMLHT] e kX tos 04y ging le
A 1

(A2.11) g"’(ak Ha _kmo"f(ok H +_J [ [2_9um )] sikeosd [[¥n, t)]]} (‘Wﬂ"'"i‘i?

Xy
>

Dans ces expressions, [{¥(M,M';t)]] désigne la discontinuité
de la fonction ¥(M,M';t) considérée avec le signe induit par 1'application de
la formule de Stokes ; c'est-3-dire :

(42.12) [[Ympeed] = W[n,n;.e)lﬂ_ WimpsH) I”



A2.2.3 - Autres dérivées spatiales

I1 est &vident que les dérivations spatiales par rapport 3 v,
conduisent 3 des résultats analogues 4 celles relatives 3 la variable Xy ‘

5 g‘; A O A I‘-[]: t ]] ‘ik(x,mObylgins)
(AZ.13) ¥ (o:k) s thsndYWio vy L JUYMM;E) ) e dx,
?
) t v & [
(A2.14) ':3 {0k;8) = K sin0 Plok;t)- %1 [[_;; Piume)]] wiksine [[mee]]ldx
Y )
‘F‘

En ce qui concerne les dérivations spatiales par rapport & la
variable 245 les résultats ne sont plus analogues 3 ceux obtenus dans les deux
autres cas, et nous avons simplement (1} :

7~ Fat
(A2.15) ¥ (ok;k) = 2_¥(ok,b)
9z, 3z,

A2.3 - APPLICATION A LA FONCTICN POTENTIEL DES VITESSES

Soit une distribution de singularités(distribution de sources ou
distribution mixte) répartie sur la caréne C. 3i nous écrivons que le poten-
tiel qu'elle engendre vérifie la condition de surface libre {A2.16) en tenant
compte des discontinuités dues i la fonction _\'131_'"’ TIOUS pOUTTONS mettre en
évidence 1'intégrale de contour relative d chacune des distributions.

(A2.16) EQ[Q{a;k)] =0

A2.3.1 - Distribution de sources

. - . ¥
Dans le cas d'une distribution de sources ¢ (M') c¢os wt, le
terme Supplémentaire 3 introduire au second membre se réduit i :

T . o, =, ~ikKslrylsing)
(A2.17) _s!:TJﬂr My (a1 ) e JY'; cos wt
r

(1} L'&cricure employée ne doit pas faire oublier que ¥(3,k;t) est &galemenc

une fonction des arguments z et z'.



- 229 -

Ce qui conduit i ajouter 3 la solution de 1'équation diffé-
rentielle précédemment obtenue le terme suivant :

YL 00
1 . s " .
(A2.18) -B_J a-*m('»'c'sp(lim [..im.{e“‘* do| e & gk d
mg » gt B 2y s (w-l.lkcoss)"-g'k-liﬁ{m-UkcnsB)
f i o
+ ‘lm I:ﬂ lf,{émt de ekz eihr gk dk °‘l'f!
1 J J {0+ Ukcos§)- gk + 1€ (wrikcos #) 1
~Ny o
Ce qui s'écrit encore :
2.
(A2.19) N Ky (H" & (HH‘}cosut-l- G’mn‘)rmut](\ A )dy
ft"‘g'

Ce résultat correspond 3 1'int8grale de contour de 1'équation (4.56).

A2.3.2 - Distribution mixte

: . P . *
Dans le cas d'une distribution mixte ¢ (M'} cos wt,
L N . . -
p (M) cos wt, il faut introduire dans le second membre les termes supplé-

mentaires suivants :

i <k(x cost ey sinp)

&)U P(M') e cl-f: sinwk
[

i - -.k(x €088 +yf\sin 8)
(A2.20) +__U_:. [r(u;(n i)... (m)(f ,)- (M‘)(s* 1} dy' coswt

_-E_ }((}1’] |kc¢33 -ﬂt(x‘ ma'-\r-'{'rnn?')

L TR

AY& cas b

Ce qui conduit au résultat du paragraphe 4.3.

A2.4 - CONVERCENCE DES INTEGRALES

Ainsi que 1'a montré P, GUEVEL /HY-15/, 1'intégrale de ligne et
1'intégrale de surface présentent chacune une infinitude (due i la repré-



sentation intégrale de»TiﬁﬁTJ quand z est nul, mais leur somme est finie.
I

Ceci peut &8tre mis en &évidence aprés discrétisation de la caréne
en facettes polygdnales planes puisqu'alors 1'intégrale de surface se trans-
forme en une intégrale de contour sur chaque facette et, sur les segments
inclus dans le plan de la surface libre, les deux intégrales curvilignes peu-
vent &tre ajoutfes pour obtenir um résultat fini quand z est nul.



Annexe 3

PROPRIETES GENERALES DES FONCTIONS EXPONENTIELLES INTEGRALES

A3.1 - FONCTION EXPONENTIELLE INTEGRALE ET(C)

A3.1.1 - D&éfinition

D

-t
(A3.1) E,(¥) =j _'E.. 4k N<Arg ¥< 1
&
@2
4
(A3.2) g(8) =] &_dk Re ¥ »o
A ;4
A3.1.2 - Développement en série
2 n oM
(A3.3) Ef) -9 gk L (A mchgren
¢ = 0.5772156649 {constante d'Euler)

A3.1.3 - Développement asymptotique

N-4

(A3.4) E,(8) - _i_g [Z (-4)

n!

——
]

* o(l?i‘.»)] 19! >0 ; -TI(AJAJ!{-!-"'\




(A3.5)

(A3.6)

(A3.7)

(A3.8)

(A3.9)

(A3.10)

A3.2 - FONCTION EXPONENTTELLE INTECRALE MODIFIEE ET (2)

(A3.11)
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A3.1.4 - Propriétés fondamentales

& = E®

-k
dEM=_E (8 -8
IT: 3

[s,m df « BE(8) - €° 4

E,(-x%i0)= - Ei(x) Tin

E N 9
'-[x,':- -—h- dl::: +L03K
-X

-Gk b‘
L _dt e %[[l-ﬁ-b)t.]
bek

® n
1-2"

LEL] ::!

A3.2.1 - Définition

r

E.(5) = E,(6)
§,(8) = g,(L+i0)

£, ) - £ (8). 20y

A3.2.2 - Développement en série

(A3.12)

L]

® L]
El8)e -V - Logk - 2 () £

-3 < Mﬂt(-r'ﬂ

=M< hn.gg <+
" | <Mir <+7
X>o0

Xy o

_Bec.;-.o

Im £ 5o
In€ =0

Im¥ <o

0< Aa.JEdq
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A3.2.3 - Propriétés fondamentales

(A3.13) £,(5) = &,(E)
(A3.14) £ %) = - Etx)~im

A3.3 - FONCTIONS G1(%), G2(%), G3(z)}
A3.3.1 - Définitions

(A3.15) G1lE) « €L, (8)
(A3.16) ax(s) = ei"E,(;')
(A3.17) G3(%) = e.r[;{!:)a,zin] = @) 2ine

A3.3.2 - Propriétés fondamentalés

(A3.18) d e a4
a5 z
(A3.19) d_gite) - Gy _A
dr 3
(A3.20) d 632) = G304
d% 3
(A3.21) GA(Z)d¥ = GI(L) + Lﬁ! »CE
J
(A3.22) GLE) d2 = G2(¥) + Laj? +cl
(A3.23) 63(e) d8 = G3(5) ¢ Lg¥ + ck

om‘ma? <2
..:q<Am§‘;<+1‘l

0<Ang§ <2

o< Anq?(?ﬂl

-1I<A~a§<+‘n
o< A/-ﬁf <

0 <AA7§<2,‘I!

-N < Aﬂﬂgﬁfﬁ-'ﬂ

0 (Aaaf <in
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A3.4 - APPLICATION DES FONCTIONS EXPONENTIELLES INTEGRALES

Les fonctions exponentielles intégrales permettent d'exprimer les
intégrales suivantes :

¢ kZ ,
(A3.24) Lal 2 dk X = ReZ >0
do k"K. .
- o
(A3.25) L= dk Y&0
7] koK, *

A3.4.1 - Expressions de I,

En posant : g = --KbZ avec K =k, * imo, les différentes
expressions de 11(;) sont données en fonction de ko et m,, par le tableau A3.I.

tableau A3.)
kK <0 X =0 k >0
[=] Q o
oz L 4
m_ <0 " E, (2) e E, (2) e .‘E,lu;)
m, =0 e E (2) >< o” [% Q)+ i:r:I
14 g g ,
moa-o e.El(C} e.131{§) e [%I(CJ +2J.Tr:|

A3.4.2 - Expressions de I

En posant § = - iKOY avec K, = kj + im,, les différentes ex-

0’
pressions de Iz(q) sont données en fonction de ko et m,, par le tableau A3.II,
pour Y strictement négatif.



-2

5 -

tableay A3.1l
k, <O k, =0 k, > O
m_ <0 eC.Elh‘.’) eC.EI(C} ec.% (8
oo | fmw | e [Fte a]
>0 eC.Ei(!;) " [%1“) + 2111] et [%ltc) + 21‘.11]

en fonction de ko et

Lorsque Y est strictement positif, les expressions de IZ(;)

(»)

m. sont données par le tableau A3.III.

tabieay A3, I
kK <0 kK =0 kK >0
Q Q . <
' 4 14 z
mo<0 e.E:l(-';J e.%l{C) e-%l{?;)
m =0 e . (1) ec[ (2) + iﬁ]
o =1 1
Z z c[ . ]
m, >0 e .EI(C} e .Eltc} e %1(0 + 2in

A3.5 - FONCTIONS D'APPROXIMATICN

(A3.26)

(A3.27)

(A3.28)

(A3.29)

egE,(’;l = et

M= o [1+m1§+ mz;’"... m,‘s"q. m*‘:"]f.-j%'

!

Na=-V[n4+n¥s+ nx’s n,?i— n"s"% ,,sg" ]

Dadvdfe dyed S e d s d ¥ d e’

o<l ; [ilg Lo’

-'lk'hg’;cﬂi



avec |

v = 0.5772156649 n, = 0.99999207 d1 = -0.76273617

m, = 0.23721365 ny = -1.49545886 dZ = (0.28388363

m, = 0.020654300 n, = 0.041806426 d3 = «0.066786033

My = 0.00076325700 n, = -0.03000591 d4 = 0.012982719

my = 0.0000097087C07 n, = 0.0019387339 d5 = -0.00087008610
ng = ~0.00051801555 d6 = 0.00029892040

A2



Annexe 4

RESULTATS GENERAUX DU PRINCIPE DE LA PHASE STATIONNAIRE

Ad4.1 - PRINCIPE DE LA PHASE STATIONNAIRE (Cauchy - Lord Kelvin)

Soit 1'intégrale suivante :
b

(Ad.1) T ,the,x) 489 4
a

dans laquelle X désigne une constante réelle suffisamment grande pour que
eiAg(B) oscille trés rapidement dans 1'intervalle {a.b), sauf peut &tre au
voisinage des points ol la phase g{(6) est stationnaire. La fonction £(0,\)

est continue, bornée (et donc scmmable sur (a,b)), n’oscillant pas rapidement
dans 1'intervalle considéré. On congoit que si la dérivée g'(8) de la fonction
g(8) ne s'annule pas dans 1'intervalle {a,b), 1l'intégrale I{A} sera trés fai-
ble car il y aura une quasi compensation des contributions positives et néga~
tives. Par contre, si la fonction g’'(8) s'ammule pour une valeur « de 1l'inter-
valle (a,b), la fonction eikg(s) n‘oscillera plus au voisinage de &, il n'y
aura plus de compensation et la contribution d'un &lément d'intégration centré
sur le point d'abscisse o ne sera plus négligeable.

L'expression de I(A) sera conditionnée essentiellement par le compor-
tement du noyau au voisinage des points a; pour lesquels la dérivée g' (6)
s'annule,

L'application du principe de la phase statiomnaire permet de déter-
miner le terme principal de l'intégrale I(A) 3 un terme d'ordre supérieur pres.
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A4.2 - EXPRESSION GENERALE DE L'INTEGRALE I()\)

Nous nous limiterons ici 3 dommer 1'expression générale de 1'inté-
grale I{}). La démonstration de ces résultats est donnée par P. GUEVEL /HY-14/.

Lorsque sur l'intervalle (a,b) la fonction g(8) présente des maxima
aux points 6 = O des minima aux points 8 = o, et des points d'inflexion 2
tangente horizontale aux points & = a,, on a :

. WAL, - 3] -4t .
zuh.Zm A B o IEEREY S ™y

T
iUg‘(‘.}*}'] ~4fs “Af
. 0 00
(a¢.2) +§m,,n ‘fm e A0 )]
113
\lg'(")/\ [ 5(,\ ]

e Zf{(;,n ..r....t._%_)- [ £ ]

| % Vi 1804

Si 1'un des points stationmaires [g'(a) = 0 ; g"(®) # 0] coincide
avec une des limites d'int&gration, sa contribution est &gale 3 la moitié de
la valeur donnée par (A4.2)}. Par contre, si 34 1l'une des limites d'intégration
ona:g'(a) =0, g'a) =0 et g (o) # 0, la contribution différe 3 la fois
par un facteur numérique et par un facteur de phase ; elle est alors :

(4 A3 [Aga)2d] s .
(44.3) pan [ R SRS
3 \8"'f1>l
A3 . ~Al% .
(Ad.4) F(b,4) _‘f ] o' BgT] | (41+0Q W)]
3 Ig”{b)l

Le signe + correspond aux cas o g' (a) > 0 et g'"(b) <O ;
Le signe - correspond aux cas ol g'''(a) < O et g (b) > 0.

A2



Annexe 5

' 1
INTEGRATION DE LA FONCTION W ET DE SES DERIVEES
SUR UNE FACETTE POLYGONALE PLANE

Soit S une facette polygonale plane dont le contour est composé de
m c3tés mumérotés en progressant dans le sens direct induit par le vecteur
normal unitaire de composantes p,q,T.

Soit Po(xo,yo,zo) un point quelconque de la facette. Nous désigne-
rons par P et P, les extrémités du cOte k, et nous poserons :

Ry = _\/(r-x;‘]’%(y-vi‘)’%(z -r‘k)"'

dy =V W) v e (2 70
& =2 (x-x)p +ly-y)q + (z-z)r
(45.1) L e ;}k [(exi )2 e (v-vi) by # (270 o]
2= 19 [z‘;m 'z’k) = r(yl!:«'ﬂ‘)

b, = P lx],,-x() = p (2}, -2}

ck = ’P (V‘ku-qk’) - q(xLﬂ- XL"

Les intégrales sur S de la fonction ﬁ,—r et de ses dérivées s'expri-
|

ment en fonction des termes donnés par (AS5.1).
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AS.1 - INTEGRATION DE [ﬁr

(A5.2) H_“_asms Z{a bs[ﬂu*“ wu] ’-"“‘"‘3[ 23,4y ]}
Slm"l k1 Ay +Ric ~dy B R - A5 3288 (R,, + 03)

AS.2 - INTEGRATION DEEI%T [ 1 ]

m
(AS.3) ﬁl. [.L.]dS(n‘):z A) w} { 2y 4 ]
‘san' i 1l kat (Reyer R ) = di* 2 2181 (&g 1 484)

P 1 a [ 1 3 1
AS.3 ‘INTEG{ATION DE&“ [‘I_‘I'ml ]: 3')'," UB’M' ] et — [IMV[:I]

T I - A 3 1 ] L
Les composantes == [lIVM' ]’ _y L ] et = T sont exprimées
le plan

dans um systéme d'axes local tel que wcoy coincide avec le plan de la
facette.

il !
(A5.4) ﬂl ["_]ds (M) 22 [)’k.. -Y’k] Log [Rk.ﬁ'ﬁw dy l
3 xLimn] LEL ] I R + Ry - die
. 5 'lt x

™

9 Xy = 4% Aes *Ry +d
A5.5 _._ds(ﬂ!= Z[ ] [_____g__g_]
( ) JJ' '?‘ * ka4 dk Lﬂ ‘Q,. +£-‘ -Jk

Yo

AS5.6 E_L ]Asqu_z 4 Z At [ 24, de ]
o '(s% 12 ket a (Rew ¥R )™ =A™ + 2121 (R, +4i)

avec ici
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- V- x'kf'q- (y-i )"+ 2

(45.7) d, = Vi, =50 - 10"

-_1_ x’ - x-%
b= A..[ C e ) ev) - Lyl v )]

_ Les expressions (AS5.4) et (AS5.5) sont exactement celles qui ont &té
établies par J.L. HESS et A.M.0. SMITH. Par contre, la formule (AS.6) est
exprimée sous une forme différente que celle qui a &té obtenue par ces auteurs

/HY-14/.

2

AS.4 - INTEGRATION DE 53— [T] 'I]

'y |
(A5.8) A [ ]dS(n'l-.-z a Z Vk

Sxan’ L IMMY 1Al

S
avec .

|- Vk [a- 'D&R vﬂki-lA‘)(-E—"ktl 1-4}‘-,? +A ) j

(A5.9) i k

i Ris, RV =di +2(81 (£, +40)

Expressions dans lesquelles les différents termes sont définis par les formules
(AS.1).

AS5.5 - FORMULES ASYMPTOTIQUES

Quand le point M est suffisamment éloigné du segment k, ou de la fa-
cette, les formules précédentes se simplifient. Nous n'avons pas reproduit ici
les formules asymptotiques qui ne présentent un intérét que pour la programma-
tion. Elles sont données dans le cours d'Hydrodynamique Navale de P. GUEVEL

/HY-14/.
A2






Amnexe 6

INTEGRATION SUR UNE FACETTE POLYGONALE PLANE D’UNE FONCTION QUELCONQUE
D'UNE VARIABLE DEFINIE COMME UNE FONCTION COMPLEXE LINEAIRE
DES COORDONNEES CARTESIENNES

A6.1 - POSITION DU PROBLEME

Soit z. la fonction complexe linéaire des coordonnées cartésiennes

définie par :

(A6.1) ) ‘q" =% { }L“ +S‘2.j £ [(x-xj)cosﬂq-sl(y-yi) sin]}

ol 51 et s, peuvent prendre arbitrairement les valeurs + 1, et ol a est un

nombre complexe non nul. Le point NH de coordonnées (xj,yj,zj) est assujettl

4 décrire une facette polygonale plane S, définie par m sommets indicés par
la variable entidre k et mumérotés dans le sens direct induit par le vecteur

normal unitaire -r;j de composantes pj, q:j et rj (1}. Soit Pj le point de coor-

données (x. } appartenant au plan II. qui contient la facette Sj‘ Nous

Jo’yjo’zjo
nous proposons de calculer les intégrales suivantes :

5| L ),
LY

3
1 -l
(A6.3) I, .-.H @' [.:.:? l’(i_r.".,)}.nj ds,

ou f est une fonction complexe trois fois dérivable de la variable Qj, continue

{A6.2)

et bornée sur tout Sj’ y compris sur le contour.

(1) Le sens du vecteur normal est imposé par le probléme A risoudre, et n'ip-

fluence que le signe du résulrac,



A6.2 - CALCULS PRELIMINAIRES

Ce paragraphe est destiné 3 &tablir ou 3 répertorier les formules
générales dont nous aurons bescin pour calculer IS et ID.

L'équation du plan r[j s'éerit

—
(A6.4) B BMni=0 e plgeX 0w qily -y )+ (z2 )= 0

Isolons le produit T52; et introduisons le résultat ainsi obtenu dans 1'expres-
sion du produit rjcj tiré de (A6.1). Nous obtenons, sous réserve que rj ne seoit
pas nul :

[ .
KY ax{n (fhesz )es, (p;x; + 4,1, )+ 37 (Xeos @ 4 5, ysind)
(A6.5)
i ..xj(s1,pj+ir3cos9) =% {S4q:‘+'iszrjs'tn9)}
Puisque les dérivées partielles de Cj peuvent s'écrire :
(A6.6) ..L;... rs si S.p. +Ir.cosd # 0
Xy A(spyrincens) e
')X‘;
(A6.7) i_=_ ri .51 S,Q. +irS, sind # 0
. E: « (5,9, 415, sin®) Aty

¥,

]

g

=1},

. . . . 2 2
et que les dewx dénominateurs ne sont jamais simultanément nuls (pjf +qj +7r
nous pouvons écrire au moins 1l'une des deux égalités suivantes

1

“6.8) . 4_flzy._ 5 2 [LJ_.F&'-)]
dls';' ’ A(de-t-'u'jcﬁa) Qxl d‘;j ’
3

(46.9) d_Ff5) .. s (N [fi_’?&'-)]
g ! 4 (5,4 +15,5in®) 3y ld8;
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Deux expressions mathématiques classiques nous seront utiles pour
poursuivre nos calculs ; 1'une est 1'égalité (A6.10),

(A6.10) %,L‘_ < NN

et 1l'autre est la transformation d'une intégrale de surface en intégrale curvi-
ligne, issue du théoréme de Stokes :

5 %5
? b 2

(A6.11) ™ EE 5 d% =th&ﬁ+HJﬁ+Hd{J
L M N o

A6.3 - CALCUL DE L'IhﬂEGRALE'IS

Si nous rendons ré€els les dénominateurs des expressions (A6.8) et
(A6.9) en multipliant leurs mumérateurs et leurs dénominateurs par les quanti-
tés conjuguées de leurs dénominateurs respectifs, et si nous appliquons la
formule (A6.10), le nouveau dénominateur vaut a (si 1'un des deux dénominateurs
est nul, l'autre vaut a dés qu'il est multiplié par sa quantit#@ conjuguée). I1
vient alors

(A6.12) Iss:; (S-P-*"M*?)H -g—["‘ F(?)] --(Sq-w”m’)ﬂ [ ”?)}ds}
J

J

'u.-‘(’

L'application de la formule de Stokes (46.11) permet alors d'Ecrire :
< cosol] 4 . oeold
(A6.13) Is,%{. (S‘fj-tfz.cua’J;T% F{?j)d% + (5,9, -15,1;5i9) lg_gj?(;j) dxj
¢

La facette étant polygonale, Cj est une fonction linéaire d'une seule variable
indépendante xj ou yj sur chaque segment (k,k+1). Il vient donc :



(A6.14) Yol + Fiu-bie (x- -x;)
! Xikew = ke

(46.15) £'s % BB (y- -y, )
Yiim' e

sous réserve que Cjk-ﬂ - Cjk ne soit pas nul, nous obtenons :

S koo

3
(A6.16) 1 =_{I_"t (sdi"'."z':is‘“‘”(xiku"xik)"(91I'S"‘“"J'-‘-“ﬂ)[ﬁku"fik)J“’l £} 4z
574 ket ¥, .z FI7E

ke ™ 23l %k )

-

L'intégration de Iy est alors €lémentaire. Dans le cas ol Cjkﬂ - Sk
est mul (ou simplement trop petit pour que les résultats numériques soient
convenables), 1'intégrale est calculée pai la formule de la moyenne.

Nous avons donc en définitive :

m

(A6.17) 1,242 ¢, £l -Fi5) PR PY
S d Ksd Jk rjkﬂ"rjk [ Jkw ik l
i i1d 4
| , . A
(A6.18) I_,._;. Z Cjk 4 [Eﬂ?‘){ +_TF({‘) ] .}[?Jkﬂ t'&l <t
Fiv

(A6.19) Cjk = (S‘qs—is,r su\G)( .;lm Jk) (91?3-""-"9)(‘{1;‘ ‘fak)

A0.4 - CALCUL DE L'INTEGRALE Iy

En explicitant 1'intégrand de ID’ nous obtenons :

(A6.20) cfif[.g.ﬂ? )] :_;’F(;g) m 71:
3
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avec .

(A6.21) fﬁ% .nj = & [-i(%caso»sijsiw).p Sﬁrj}

ce qui permet d'écrire Iy sous la forme suivante :

1
- ) d A
(46.22) ID__.m[(fému q. sma)+4 r_,]ﬂ__l EF(%) dsj
J v
55
Plutdt que d'appliquer 3 1l'équation (A6.22) les résultats obtenus
pour Ig, il est plus judicietwx d'appliquer la formule (A6.10) sans rendre réels
les dénominateurs, mais aprés avoir multiplié les nmumérateurs et les dénomina~
teurs de (A6.8) et (A6.9) respectivement par cos 8 et s, sin 6. Il vient alors
simplement :

(A6.23) I ais, {wsﬁﬂ g_.[d_ Fe. )} dS;+ sls;..aﬂrj %_[d m-)] As}

% 55
En appliquant la formule de Stokes et en refaisant un raisonnement analogue i
celui du paragraphe précédent, nous obtenons :

noo Aoy - dpey
(A6.24) 1= e cj.k P !ﬁm x {Y_ax. ;|?3kﬂ-fjkl~>ﬁ
Bkt = Sike
A L
(A6.25) I, e cjk_z.[;.i;ﬂ?j) m,._ﬂe,’ ] T “‘ <E

P :
(A6.26) cjk = is, [GOSO (ij«- ij) -8, sind {x‘ib‘_ er)]



A6.5 - EXTENSICN DU DOMAINE DE VALIDITE DES FORMULES

Dans le cas gﬂ rj est nul, le raisonnement doit &tre refait en
supposant P (ou qj) non nul. Un tel calcul mené dans le méme esprit que
celui que nous venons de faire conduit aux mémes formules. Ce résultat n'est
pas surprenant puisque les formulations finales ne laissent apparaltre aucu-
ne restriction.
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