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Résumé

Dans de nombreux cas, les structures marines présentent des symétries géométriques dont il convient
de tirer le meilleur parti lors des calculs de leurs comportements hydrodynamique et mécanique. Il est en
effet possible, dans ces conditions, de réduire la taille des modeles a traiter, quitte a augmenter le nombre
des systemes élémentaires, dans la mesure ol un gain important peut étre escompté en ce qui concerne
la place mémoire nécessaire, le temps de traitement en machine et la précision obtenue.

Nous présentons, ici, une approche qui consiste a raisonner sur le modele complet en utilisant les
propriétés mathématiques des symétries pour projeter les matrices des systemes linéaires obtenus sur des
sous-espaces propres dont la dimension est celle d'un secteur de symétrie.

Notre étude se limite aux cas des symétries planes ou cycliques.

Nous aborderons successivement 1’étude théorique des symétries, son application au probleme du
comportement des structures sur houle, puis au probléme du couplage fluide-structure, et enfin les gains
de place mémoire et de temps de calcul.

Abstract

In many cases, marine structures have geometrical symmetries. We can take advantage of this
property for computing their hydrodynamical and mechanical behaviours. In fact, it is possible to re-
duce the size of numerical models, even if the number of elementary systems increases, since significant
improvement can be obtained in memory size, computing time and numerical accuracy.

This paper outlines a method which consists in reasoning on the complete model and uses mathemat-
ical properties of symmetries to project the matrix associated with the linear system on to eigen-subspaces
whose size is that of one sector of symmetry.

Our study is limited to the cases of plane or cyclic symmetries.

We consider successively the theoretical study of symmetries, its application to structures seakeeping
and to fluid-structure coupling, and finally the improvements in memory size and computing time.



Avant-propos

Dans la majorité des cas rencontrés, les structures marines présentent des symétries géométriques.
Il convient des lors de chercher a tirer le meilleur parti possible de ces propriétés pendant les études et
plus particulierement dans la phase de calcul du comportement hydrodynamique ou mécanique de telles
structures. Il est en effet possible, dans ces conditions, de réduire la taille des modeles & traiter, quitte
a augmenter le nombre des systemes linéaires élémentaires, dans la mesure ou un gain important peut
étre escompté en ce qui concerne la place mémoire nécessaire, le temps de traitement sur ordinateur et
la précision obtenue.

Deux approches sont possibles pour atteindre le but fixé. La premiere, tres classique dans les
méthodes d’éléments finis, consiste a raisonner sur un seul secteur élémentaire du modele en introduisant
des relations linéaires entre les déplacements de ses frontieres. La seconde consiste a raisonner sur le
modele complet en utilisant les propriétés mathématiques des symétries pour projeter les matrices qui
lui sont associées sur des sous-espaces propres disjoints dont la dimension est celle d’'un secteur. Elle
est couramment mise en ceuvre par les hydrodynamiciens qui utilisent des équations intégrales, tout au
moins en ce qui concerne les mouvements en modes rigides dans les cas ou il existe des symétries planes;
cependant leurs démarches empiriques sont difficilement généralisables.

La difficulté essentielle inhérente & la premiére méthode réside dans la nécessité d’écrire des conditions
aux limites sur les bords du secteur tant pour le fluide que pour la structure, ce qui est difficilement
envisageable lors de la mise en ceuvre d’une méthode d’équations intégrales pour résoudre les problemes
d’hydrodynamique. Dans la seconde méthode, cette difficulté n’existe évidemment plus.

Nous ne traiterons ici que les symétries par rapport a des plans orthogonaux et le cas des symétries
cycliques.

1 Etude mathématique des symétries

1.1 Introduction

La structure géométrique d’un systéme physique induit sur le comportement mécanique de celui-
ci des propriétés spécifiques liées a ’existence éventuelle de symétries. Les cas les plus fréquemment
rencontrés concernent les symétries planes, de révolution, cycliques ou des combinaisons de ces trois
types.

Dans l'espace tridimensionnel, les symétries par rapport a n plans orthogonaux deux a deux sont
gouvernées par les groupes de symétries S,,n € {0,1,2,3} ; les symétries de révolution et les symétries
cycliques sont sous-tendues par les groupes cycliques C,, et les combinaisons des différents types de
symétries dépendent du goupe diédral D,,.

Il existe une différence fondamentale entre les groupes S,, et C,, d’une part et le groupe D,, d’autre
part. En effet, les deux premiers sont abéliens tandis que le dernier ne ’est pas. Or, la commutativité
confere a un groupe des propriétés tout a fait remarquables qui nous seront nécessaires pour tirer parti
efficacement des symétries.

Dans ce qui suit, nous nous attacherons essentiellement a 1’étude des groupes .S, et C),, puis nous
mettrons en évidence les raisons pour lesquelles il n’est guére possible d’utiliser le groupe diédral pour
réduire de maniere systématique la place mémoire et le temps de traitement sur machine.

Afin de faciliter la lecture de ce paragraphe, nous avons cherché & le rendre le plus autonome possible.
Pour cela, nous avons rappelé les définitions et les résultats indispensables & sa compréhension, mais
sans donner les démonstrations qui se trouvent dans les ouvrages cités en bibliographie. Seules les
démonstrations que nous avons établies figurent ici.

1.2 Etude théorique des symétries
1.2.1 Généralités sur les représentations linéaires
- Représentations

Soit G un groupe fini d’ordre g. Une représentation linéaire de G sur le corps des nombres complexes
C est le couple constitué par un C-espace vectoriel F, de dimension finie n et un homomorphisme r
de G dans le groupe GL(E,) des transformations linéaires inversibles de E,. E, est l'espace de la
représentation, La dimension de F, est le degré de la représentation. Par abus de langage, nous dirons
également que E,, ou r est une représentation de G. Une représentation est dite fidele sir : G — GL(E,,)
est injective. Une représentation est dite triviale si r(g;) est égale a I’élément neutre de GL(E,,) quel que
soit g; appartenant a G.



- Représentations équivalentes

Deux représentations (E,,,r) et (E/,r’) de G sont équivalentes, semblables ou isomorphes s'il existe
un isomorphisme linéaire de C-espace vectoriel f de E,, dans E/, tel que :

for(g)=r"(gi)of Vg eG

En particulier, r et ' ont méme degré.

- Forme matricielle d’une représentation

Soit (E,,,r) une représentation de G et (e;) une base de E,. Soit r;; les fonctions de G dans C telles
que r(g) smt représentée dans la base (e;) par la matrice [r;;(g)]. Les fonctions r;; sont les fonctions
matricielles de la représentation r par rapport a la base choisie.

- Sous-représentations

Soit (E,,r) une représentation de G et soit V un sous-espace vectoriel de F,, stable (ou invariant)
sous G, c’est a dire que r(g;)V est inclus dans V pour tout élément g; de G. On définit alors une nouvelle
représentation de G par la restriction s de r & V. (V) s) est appelée sous-représentation de 7.

Une sous-représentation (V, s) de (E,,r) est dite propre si V est un sous-espace propre de E,,, c’est
a dire si V est non réduit & 0 et est srictement inclus dans E,,.

- Représentation irréductible

Soit (E,, ) une représentation linéaire de G. On dit qu’elle est irréductible ou simple si E,, n’est pas
réduit & (), et si aucun sous-espace vectoriel de E, n’est stable par G, & part bien entendu @ et E,. En
d’autres termes, la représentation (E,,r) est irréductible si F,, est différent de () et si elle ne possede pas
de sous-représentation propre. Toute représentation est somme directe de représentations irréductibles.

- Lemme de Schur

Soit (Ey, ) et (E,, ") deux représentations de G sur C et soit I(r,r’) ensemble des homomorphismes
f de E,, dans E! tels que :

for(g)=r'(gi)of VgieG
Les éléments de I(r, ") sont appelés les opérateurs d’entrelacements de r et r’ ou les G-homomorphismes
de FE,, dans E/,.
Les représentations r et v’ sont équivalentes si et seulement si un opérateur d’entrelacement est
bijectif.
La dimension du C-espace vectoriel I(r,r’) est appelé nombre d’entrelacements des représentations
r et /. Elle est alors notée i(r,r’).

LEMME DE SCHUR. Soit f un élément de I(r,r’),
1) Sir et 1’ sont irréductibles et si f est non nul, alors f est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
2) Si r est irréductible, I(r,r") est un corps isomorphe & C et il est formé de multiples scalaires de
lapplication identique. En d’autres termes, f est une homothétie.

Un corollaire fort utile du lemme de Schur est que si G est commutatif alors toute représentation
irréductible 7 de G sur C est de degré 1.

Ce corollaire admet également une réciproque, ce qui implique que tout groupe non commutatif
possede au moins une représentation irréductible de degré supérieur ou égal a 2.

1.2.2 Caracteres d’une représentation

- Caracteres

Soit (E,,,r) une représentation linéaire du groupe fini G. On appelle caractere de (E,,, r) 'application
X, de G dans C' définie par :
Xr(gi) = trace(r(g:)) Vgi€G
Ainsi défini, le caractere d’une représentation, qui est la somme des valeurs propres de la forme matricielle,
ne dépend pas de la base choisie. Il caractérise donc la représentation considérée.
Deux représentations équivalentes ont méme caractere et réciproquement.
Si X, est le caractere d’une représentation r de degré n d’un groupe G fini d’ordre g alors, on a :

1 X, (1) =

2) X (g, ) X (9:)

3) Xr(glgj) Xr(959:)

4) X, (g;) est somme de racines de 'unité.




En particulier, si la représentation est irréductible et si G est commutatif, alors :

1) X,.(1)=1
2) X,(g;) est racine de 'unité.

- Relation de Schur-Frobenius

Une fonction f de G dans C' est dite centrale si f(gi;g;) = f(g;9:) pour tout g; et g; appartenant a
G. En particulier toute combinaison linéaire a coefficients dans C' de caracteres est une fonction centrale.
Si f et h sont deux fonctions de G dans C, on peut définir un produit scalaire par la relation suivante :

g [

(F11) = 2> Fa)h(a)

i=1

Il est clair que (f | f) est positif pour tout f non nulle et que (f | k) est linéaire en f et semi-linéaire en

h.

LEMME. Si E,, est I'espace d’une représentation de G, il existe un produit scalaire sur E,, et une base
(e;) de E,, qui font de chaque [r;;(gy)] une matrice unitaire.

THEOREME DE SCHUR-FROBENIUS. Soit (E,,r) et (El,r') deux représentations irréductibles de G.
Choisissons deux bases (e;) de E, et (e}) de Ej, et soit r;; et rj; les fonctions matricielles de r et de
' telles que 1 et r' solent représentées dans leurs bases respectives par les matrices unitaires [r;;(gx)] et
(i (gr)]-

Sir et r' sont inéquivalentes, alors (X, | X]) =0

Sir et r' sont équivalentes, alors (X, | X|) =1

COROLLAIRE. Sir est une représentation de G et si Ty, 72, ...Ty sont les sous-représentations irréductibles
de r deux & deux non équivalentes, alors on a de maniére unique :

- Nombre de représentations irréductibles

THEOREME. Les caractéres des représentations irréductibles deux & deux inéquivalentes de G forment
une base orthonormale de I'espace des fonctions centrales sur G.

COROLLAIRE. Le nombre des représentations irréductibles de G, a isomorphisme pres, est égal au nombre
de classes de conjugaison de G.

Si G est commutatif, le nombre de classes de conjugaison de G est égal a l'ordre de G. Dans ces
conditions, il y a autant de représentations irréductibles sur G que d’éléments de G.

- Table des caracteres

Soit G un groupe fini d’ordre g, X7, X5, ... Xy les caracteres irréductibles de G, ou X est le caractere
unité. Soit K1, Ko, ... K}, les différentes classes de conjugaison de G, ot K1 = {e} est la classe de 1’élément
unité. Notons X;(K;) la valeur du i®™¢ caractére en un élément arbitraire de K. Le tableau [X;(K;)]
est la table des caracteres de G. On a :

Kl K2 K3 Kk
X1 X(K) XK Xi(Ks) ... Xi(Ky)
Xo Xo(K1) Xo(Ks)  Xo(K3) ...  Xo(Kp)
X3 X3(K1)  X3(K2)  X3(Ks) ... Xs(Ky)
X, oK) Xe(Ka)  Xe(Ks) ... Xu(K)

Les différentes colonnes de la table des caracteres sont orthogonales entre elles.
Si G est un groupe commutatif alors k est égal a g et la premiere ligne comme la premiere colonne
sont formées exclusivement de 1. Tous les éléments du tableau sont des racines de I'unité.



1.2.3 Forme matricielle des opérateurs d’entrelacements bijectifs

- Orbites

Soit E un ensemble, et G un groupe opérant sur E. La relation
3 g€G |/ gx=y

entre les éléments x et y de E est une relation d’équivalence. Si x est un élément de E, on appelle orbite
de = sous GG et on note G.x, la classe d’équivalence de x. Les orbites des éléments de E forment donc
une partition de E. On dit que G opere transitivement sur F si tous les éléments de E appartiennent a
la méme orbite.

THEOREME. Soit G' un groupe opérant sur un ensemble E et x appartenant a E. Il existe une application
bijective de I'orbite G.x sur I’ensemble des classes a gauche des éléments de G modulo le stabilisateur de
x.

- Forme matricielle générale des opérateurs d’entrelacements bijectifs

Soit (Ey,r) et (E!,r") deux représentations isomorphes d’un groupe commutatif G d’ordre fini g et
soit f un opérateur d’entrelacement bijectif de F,, sur E/, . Soit E un ensemble d’éléments de E,, et E’
son image par f dans E], deux ensembles sur lesquels G opére. En d’autres termes E et E’ sont stables
sous G respectivement dans E,, et dans E),.

PROPOSITION. Les orbites de E’ sont les images par f de celles de E.

DEMONSTRATION: Si z et y sont deux éléments de la méme orbite de E, il existe un élément g; de
G tel que y = r(g;)z d’ou l'égalité f(y) = f or(g;)x. Par définition méme de f, nous avons alors :
f(y) =7"(g:) o f(x) ce qui implique que f(z) et f(y) sont deux éléments de la méme orbite de E’.

Si 2’ et y' sont deux éléments de la méme orbite de E’, il existe g; appartenant & G tel que ' = r/(g;)x’.
Comme f est bijective, il existe une fonction inverse de f notée f~! vérifiant pour tout g; de G la relation
ftor'(g;) =r(g:) o f~1. Nous avons ainsi f~(y') = f~ or/(g;)z’ ou encore f~1(y') =r(g;) o f~1(a').
f~1(a") et f~1(y') sont donc deux éléments de la méme orbite de E.

En particulier, F et E’ ont méme nombre ¢ d’orbites.

PROPOSITION. Soit (z1,%2,%3, ..., Zg4) €t (Y1,Y2,Y3,...,Yq) les ensembles des éléments des orbites de E,
respectivement de E’, indexés par les éléments de G, et soit h un isomorphisme de FE9 dans E'9 tel que
les images par h des orbites de E soient des orbites de E’. Alors la forme matricielle de h est composée
de g blocs distincts de dimension n qui figurent chacun une fois et une seule dans chaque ligne et dans
chaque colonne de blocs suivant une architecture qui ne dépend que de G.

DEMONSTRATION: 1l est clair que les x; et les y; sont des vecteurs de dimension n puisque ce sont des
éléments de E,, respectivement de FE!. Ainsi I'isomorphisme h se traduit par I’équation matricielle
[hijl[z;] = [yi] ol chaque [h;;] est une matrice carrée de dimension n. Par définition méme de h, nous
avons pour toute représentation (EY,r) et (E/9,1') la relation suivante :

[hijllr(gs)z1] = [ (9:)1]

Ce qui est équivalent a dire que cette équation est vérifiée pour toutes les représentations irréductibles
de G, en d’autres termes, puisque r et r’ ont mémes caracteres :

(hij][ Xk (g5)21] = [Xi(gi)yn] Vk € {1,9}

D’ot les g systemes de (g — 1) équations suivantes :
g
ZXk(g;l)[hij]Xk(gj) =C" Vie{l,g}
j=1

Nous avons donc g(g — 1) relations linéairement indépendantes entre les g2 blocs [h;;]. Il n’y a donc que
g blocs distincts.

Si nous multiplions chaque systeme d’équations pour k € {1, g} par Xy (g, 1Y et que nous sommons sur
k, nous obtenons g nouveaux systémes pour [ € {1, ¢} qui s’écrivent :
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Ou encore :

>l Xilg o DX, = [hy Z 9 95 Xk(g5)
k=1 k=1

j=1 =1

<.

Soit en notant g, il I’élément composé g, 1 g; ! nous reconnaissons & un facteur g prés les produits scalaires
de Xy (g1.i) et X (g;). L’application du théoreme de Schur-Frobenius conduit donc aux relations suivantes:

[h1j]6j7l_1 = .= [hij]éj,l,i =..= [hgj]éjJ_g Vie {1,9}

ou d; ., désigne le symbole de Kronecker qui vaut I'unité si j est égal au composé de [ par 7 et zéro sinon.
D’ou :

(higi] = . =[higi] = ... =[hgrg] VI

Comme G possede g classes distinctes, quels que soient [ et j donnés, [h;;] = [hk;] est équivalent & dire
que k est égal a 1, ce qui acheve la démonstration.

COROLLAIRE. Si chaque élément de G est son propre inverse, alors la matrice [h;;] est symétrique par
blocs.

DEMONSTRATION: Ce résultat est immédiat puisqu’alors : [h; ;] = [hi.i ]

THEOREME. La matrice Q obtenue en multipliant la table des caractéres par — = est unitaire. La matrice
Q) formée de g blocs obtenus en effectuant le produit de chaque élément de () par la matrice unité d’ordre
n est unitaire. Le changement de base de H = [[h;;]] par Q donne une matrice diagonale par blocs d’ordre
n.

DEMONSTRATION: Les éléments du produit de la matrice Q par sa transconjuguée sont les produits
scalaires des caractéres irréductibles des représentations (E,,r) et (E!,r'), ce produit est donc égal a la
matrice unité. La matrice ) est donc unitaire.

L’extension de ce résultat a la matrice 2 est immédiat par construction méme de 2.

Les représentations (E,,r) et (E!,r') étant équivalentes, les colonnes de @ sont les vecteurs propres
de tout opérateur d’entrelacement bijectif de r et de 7. Le changement de base par ) des opérateurs
d’entrelacements bijectifs fournit donc une matrice diagonale.

Les représentations (E,,r) et (E/,r’) sont équivalentes et le produit des caractéres de r et de r’ par la
matrice unité de dimension n engendre donc des sous-espaces propres de H. La matrice Q™' H{) est donc
diagonale par blocs de dimension n.

THEOREME. Sous les mémes hypothéses que précédemment, si G est le groupe cyclique C,, et si H est
réelle, alors la forme diagonale de H posséde un nombre de blocs diagonaux réels égal a la parité p de n
et (n — p) blocs diagonaux complexes conjugués deux a deux.

DEMONSTRATION: La matrice H est donnée au départ sous forme réelle. Son équation caractéristique
développée par blocs est donc réelle et n’admet comme solution par blocs que des blocs réels ou complexes
conjugués deux a deux.

Le premier bloc diagonal étant la somme des blocs distincts, il est réel ; ainsi, si n est impair il existe au
moins un bloc réel, et si n est pair il en existe au moins deux.

L’élément diagonal Hyy, de la transformée de h par le changement de base 2 s’écrit pour tout k en fonction
des blocs [h;;] de H sous la forme :

I o= o - 2a
He = — i(k=1)(j—m)<* B
B n;m;e [Fon;]

Il est clair que Hyir ne peut étre réel que si @ = p est un entier, ce qui implique la double inégalité
suivante :

0§k=p%—|—1§n



Cette relation admet comme seule solution p = 0 si n est impair et admet deux solutions p=0et p=1
si n est pair, ce qui acheve la démonstration.
Ce résultat aurait pu étre obtenu de maniere plus expéditive en remarquant que I’application linéaire f de
I’ensemble des racines n®™¢ de I'unité multipliées par la matrice unité de dimension n I,, dans I’ensemble
des blocs diagonaux Hyy de H, définie par la matrice dont les éléments sont des blocs de dimension n
[Fi;] = [Xi(g;)[h1;]] est un isomorphisme.

Notons enfin que si H est complexe, tous ses blocs diagonaux sont complexes, et qu’ils n’apparaissent
pas nécessairement avec leurs conjugués.

1.3 Applications

1.3.1 Application aux groupes S,

Nous avons vu, dans l'introduction, que les groupes S,, n € {0, 1,2, 3} sont les groupes de symétries
par rapport a n plans orthogonaux deux a deux dans I’espace tridimensionnel.

Si nous désignons par e 1’élément neutre, par S, la symétrie qui change z en —z, par S,, celle qui
change x et y en —x et respectivement en —y ..., les éléments des groupes S,, sont :

So = {e}

51 = {6, Sx}

Sy = {e, 55, 5y, Sy}

S3 = {ea Se, Sya Sz, S;cy7 Sez, Syz; Sacyz}

Ces groupes sont commutatifs et ont donc n classes de conjugaison et n caracteéres irréductibles de
degré 1.
Les tables des caracteres des groupes S,, sont alors respectivement :

SO ‘ (& Sl ‘ (& Sgc 52 € Sm Sy Swy

X3 ‘ +1 X3 +1 +1 X3 +1 +1 +1 +1

Xy +1 -1 Xs +1 -1 +1 -1

X; +1 +1 ~1 ~1

Xy +1 -1 -1 +1
SB € Sx Sy Sz Smy sz Syz Sxyz
X5 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1
X +1 —1 +1 +1 -1 -1 +1 —1
X3 +1 +1 -1 41 -1 +1 -1 1
X4 +1 +1 +1 -1 +1 -1 -1 -1
X5 +1 -1 -1 +1 +1 -1 -1 +1
X +1 -1 +1 -1 -1 +1 -1 +1
X, +1 +1 -1 -1 ~1 ~1 +1 +1
X +1 1 -1 1 +1 +1 +1 1

Les matrices H,, ont alors les formes suivantes :

Hy = (A) H1:<A B) Hy = Hy =

SQwm
QU W
W TQ
QU

TN EmUQWe
QEEMQDOEW
HTEEQEIRETAQ
HHQTETIQT
TQmemQT™
QAU QE IS
QR ETQ
2 QUETQE



D’otui apres leurs changements de bases :

B B A+B 0
QoHog! = (A) Qlﬂﬁﬂll( * )

0 A—-B
A+B+C+D 0 0 0
1 0 A-B+C-D 0 0
Dl = 0 0 A+B-C-D 0
0 0 0 A-B—-C+D
A+B+C+D+E+F+G+H
A-B+C+D—-E-F+G-H
A+B-C+D-E+F—-G-H
Oy 0! — A+B+C—-D+E—-F—-G—-H

A-B-C+D+E-F-G+H
A-B+C—-D—-FE+F—-G+H
A+B-C-D-FE-F+G+H
A-B-C-D+E+F+G-H

1.3.2 Application aux groupes C,,
Le groupe C), est le groupe des rotations d’angle 27“ du plan Oy autour de 'axe Oz. Il comprend

2172 . . 2i(k—1)m
n éléments qui sont les n rotations e = ke {1,..,n}.

C, ={e,r,r2,r3, . rn1}

Les tables des caracteres des groupes C,, sont alors :

Chp e e rd e rnl
X1 +1 ... +1 ... +1
2ijm 2i(n—1)7
X5 +1 ... e n ... e n
2i(l—1)jw 2i(l—1)(n—1)=w
X +1 o e n . e n
2i(n—1)jm 2i(n—1)2n
X, +1 ... e n ... e n

Les matrices H,, ont alors les formes suivantes :

hii hia hiz ... hi

hin  hit hiz ... hig-i
H, = | Mn-1 hin b o bz

h12 h13 h14 . h11

D’ou apres leurs changements de bases :

S0 haj 0 - 0
n 2im(j—1)
O H Qfl— 0 ijle 71 hlj 0
: : N n 2i7r(;71)(j71)
0 0 N Zj:l € n hlj

Les matrices de changement de base (1,, relatives aux groupes C,, ont été utilisées des 1918 par
Fortescue pour résoudres des problemes posés par les machines tournantes. On utilise parfois le terme de
changement de base de Fortescue pour désigner I'opération QHQ 1.



1.3.3 Quelques considérations sur le groupe diédral D,,

Le groupe diédral D,, est le groupe des isométries planes qui stabilise ’ensemble des sommets d’un
polygone régulier & n cotés. Il est engendré par la rotation r de 27” et une symétrie s avec les seules
relations 7 = 1, s2 = 1, srs = r~!. C’est un groupe d’ordre 2n non commutatif. Il admet deux
représentations irréductibles de degré 1 si n est impair et 4 si n est pair. Il admet en outre (712;1)
représentations de degré 2 si n est impair et 4§ + 1 si n est pair. La plus grande part des résultats que
nous avons vus, s’applique encore a D,, mais il y en a un, fondamental pour nous, qui n’est plus vrai
ici. La table des caracteres ne permet plus de générer les matrices €2, nécessaires pour diagonaliser les
matrices H,, par blocs. Ceci explique le peu d’intérét que représente pour nous ce groupe.

Lorsque, dans la pratique, nous aurons a traiter un cas de symétrie sous-tendue par le groupe diédral,

nous utiliserons soit le groupe C,,, soit le groupe S,, afin d’obtenir la transformation la plus rentable.

2 Application au probléme du comportement des structures sur houle

2.1 Position du probleme
Le modele mathématique est fondé sur les hypothéses classiques de 'hydrodynamique linéaire :

- Le fluide est supposé isovolume et ”presque parfait”.

- L’écoulement est irrotationnel ; compte tenu de ’hypothese ci-dessus, cet écoulement est régi par une
fonction de potentiel des vitesses harmonique ®(M;t).

- La surface libre (SL) est peu déformée et présente des cambrures faibles.

- Les vitesses absolues sur (SL) sont assez petites pour étre de carrés négligeables.

- Les mouvements du solide autour de sa position moyenne sont de faibles amplitudes.

- Le fond noté F' est supposé plan et horizontal.

- Le modele de la houle incidente est celui d’Airy dont la fonction potentiel des vitesses sera désignée par
q’] (M, t).

Dans le cadre de ces hypotheses, la résolution des problemes d’hydrodynamique qui interviennent
dans le comportement des structures sur houle, se ramene a celle de problemes aux limites dans un do-
maine non borné qui consiste a rechercher la fonction potentiel des vitesses ®(M; ) solution des équations
suivantes exprimées dans le repere absolu :

AD(M;t)=0 en tout point M du domaine fluide D
g—;fb(M;t) +2e 2O(M;t)+g Z®(M;t)=0 en tout point M de la surface libre SL
limop|— oo [R(M;t) — &1 (M;t)] =0 en tout point M du domaine fluide D
%@(M;t) =0 en tout point M du fond F

8%@(M; t) = Vg(M;t).i(M) en tout point M de la carene C

Vie(M;t) désignant la vitesse d’entrainement du solide et (M) la normale extérieure & la position
moyenne de la caréne.

2.2 Probleme intégral

Les méthodes de singularités consistent a transformer chaque probléeme aux limites obtenu en décom-
posant la vitesse d’entrainement, en un probleme intégral. Ceci conduit a résoudre des équations intégrales
dont le support peut étre réduit a la seule caréne grace a I'utilisation de la fonction de Green du probleme
a traiter.

En adoptant les notations complexes suivantes :

O(M, M';t) = R{p(M, M')e~**} pour le potentiel des vitesses,
G(M,M';t) = R{G(M, M')e~**} pour la fonction de Green,
Vi (M;t) = R{Ve(M)e~®*} pour la vitesse d’entrainement,

et en désignant par A(M) l'angle solide sous lequel la caréne (considérée comme une surface orientée) est
vue depuis le point M, ces équations intégrales se présentent sous la forme suivante :



ACDRM) + & ) (M) =~ [[ Sl = o M7z + G MAS )

U / !/ a 1 !/ U
+//CWM>—*”<M>]an<M/)[|MM/ + G M dS(M)

Expression dans laquelle ¢ désigne la détermination du potentiel intérieure au domaine D, et ¢’ sa
détermination extérieure au domaine D. En désignant par :

7(M) = [ e M) = s (D)

la distribution superficielle de sources ou potentiel de simple couche,

u(M) = —[p(M) — ¢'(M)]
la distribution superficielle de doublets normaux ou potentiel de double couche,

et en remarquant que la relation A(M) + A (M) = 4w est toujours satisfaite, nous pouvons obtenir une
équation intégrale de Fredholm sous 'une des deux formes suivantes.

- Distribution de sources seules

En imposant la continuité des potentiels (M) = ¢/ (M) en tout point M de la caréne C, il vient :

1

dmp(M) = A (D) = 0] = = [ [ o) e + G0 M as(ar)

En tout point M de la carene, la vitesse normale s’écrit alors :

an?M)""(M )= 5700 - 5 / / [, s [+ G, MAS (M)

La distribution de simple couche doit donc étre solution de I’équation de Fredholm de deuxieme
espece suivante :

// [| M%i\/[' | +G(M, M")]dS(M') = Vg(M).7i(M)

La fonction potentiel des vitesses s’écrit alors dans D :

T i // |MM,‘ +G(M, M')|dS(M')

- Distribution mixte de Green

En imposant au potentiel ¢’ (M) d’étre nul dans tout son domaine, il est nul, ainsi que sa dérivée
normale, en tout point M de la caréne C| il vient :

A" (M) + A(M)[p(M) — // | MM’ | +G(M, M")dS(M")

// Vam M’)[| Miw | +G(M, M")]dS(M')

La distribution mixte de Green doit donc étre solution de I’équation de Fredholm de deuxieme espece
suivante :

1 /! !/
- [ o )[| T3 IS ()

= = [ P00 [ + 601 MaS ()



La fonction potentiel des vitesses s’écrit alors dans D :

1 / ’
(M // )[| M| +G(M, M"]dS(M")
] n = / 1 ’ /
Et sur C : (M) = —p(M).

Dans le cas du probleme de la diffraction-radiation avec vitesse d’avance, une intégrale de ligne vient
s’ajouter a ces expressions, mais ses propriétés de symétrie sont les mémes que celles des intégrales de
surface.

Il est alors clair qu’il n’est pas possible de mettre en ceuvre la premiere méthode pour tenir compte
des symétries dans la mesure ol il n’y a pas d’équation écrite dans le fluide, et que les équations intégrales
font intervenir un point M qui n’appartient pas nécessairement au secteur décrit.

Par contre les propriétés de symétries géométriques et cinématiques se refletent dans les équations
intégrales obtenues, les premieres par 'intermédiaire de la forme de la caréne C' et les secondes par celui
de la fonction de Green du probleme.

2.3 Probléme discrétisé

Pour résoudre les équations intégrales de Fredholm obtenues et déterminer les distributions de sin-
gularités cinématiquement équivalentes a la carene, nous aurons recours a des méthodes de résolution
numérique fondées sur la discrétisation de la caréne.

En découpant le support C' des intégrales en N éléments plans notés C; j € {1, N} sur lesquels
les densités de singularités sont approchées par des fonctions constantes et en écrivant que les équations
intégrales sont vérifiées au centre de gravité de chaque élément, nous obtenons un systeme linéaire de IV
équations a N inconnues.

Un tel systeme s’écrit dans le cas d’une distribution de sources seules :

+Z{_E I ety T 1 I MOS0 = Ve (M) 7MY Vi € (1)

ou encore sous forme matricielle : .
[Svis][o;] = [(VE-1)i]
avec :
[pi] = [Spi;][o;]

et dans le cas d’une distribution mixte de Green :

S + _{m// iy T + UM M MS (M) ()

:;{4; //Cj[| M:MJ_ | + G(M;, Mj)|dS(M;)}Vp(M;).@(M;) Vi € {1,N}

ou encore sous forme matricielle : =
[Dpijllus] = [Spi;][(Ve-);]
avec :
o] = —[pil
Ainsi en réalisant un maillage respectant les conditions des symétries géométriques, les différentes
matrices présenteront les motifs de répétitivité compatibles avec les symétries cinématiques engendrées

par la fonction de Green du probleme considéré. En ce qui concerne le probleme de la tenue a la mer
au point fixe, nous pourrons donc avoir 0, 1 ou 2 plans de symétrie paralleles a I’axe Oz ou bien une



symétrie cyclique d’axe Oz. Quant au probleme de la tenue a la mer avec vitesse d’avance, il ne pourra
présenter que 0 ou 1 plan de symétrie contenant l’axe Oz et la direction d’avance.
Les systemes a résoudre seront alors dans le cas d’une distribution de sources seules :

{2,[50:;]2, H o]} = Qu[(Vi-i1)]
avec :
Qo] = {0 [Spis]1Q  H o]}
et dans celui d’une distribution mixte de Green :

{2 [Dpis1 Hulis]} = {20[Spi % H (Ve -7);51}

avec :

Qn[‘Pz] = _Qn[lii]

En désignant par Ni; la composante k de la normale généralisée a ’élément j et en indigant par !
les potentiels de radiations, nous obtenons les termes hydrodynamiques de masses d’eau ajoutée sous les
formes suivantes :

MAM = —p /L %{(pl(M/)}deS(M/)

—p %[//CJ NijdS;][p]

—p R[Ni; S]]
—p %{[Nkij]le}{Qn[le]}

ceux d’amortissements potentiel sous les formes suivantes :

TAkl = —pw /L %{QOI(M/)}deS(M/)

| / /C NidSlo]

= —pw SN Sillpji]

= —pw {[Nij $;100, H U lnl}
et enfin les efforts d’excitation (efforts dus & la houle incidente et & la houle diffractée) sous les formes
suivantes :

Fex) = —ipw //C{¢(1+D)(M’)}deS(M')

= —ipw [.//c Ny dS;|[e(1+D);]

= —ipw [Nk;Sj][¢ (115l
= —ipw {[Nk;S;10, " H UWlor4p)5]}

3 Application au probleme du couplage fluide-structure

3.1 Position du probleme

Deux aspects du couplage fluide-structure retiennent, a priori, notre attention.

Le premier consiste a s’intéresser a la réponse d’une structure déformable soumise a 'action d’une
houle incidente. Dans ce cas, le probleme aux limites se présente sous la méme forme que celle définie au
paragraphe 2.1. La différence essentielle réside dans la décomposition de la vitesse d’entrainement qui,
cette fois, dépend de la discrétisation.



Le second est relatif a la détermination des modes propres de la structure immergée, lorsque cela a
un sens. Ce sera en particulier le cas si la structure est baignée dans un fluide illimité ou si la condition
de surface libre est indépendante du temps — par exemple si on considére la condition de surface libre
asymptotique ®(M;t) = 0 en tout point de SL. La encore la décomposition de la vitesse d’entrainement
dépend de la discrétisation.

Une difficulté supplémentaire apparait ici, puisque nous devons chercher a tirer parti des symétries
non seulement pour résoudre le probleme d’hydrodynamique, mais aussi pour résoudre I’équation de la
mécanique ou extraire les modes propres du systéeme couplé.

3.2 Probleme intégral

La transformation du probléme aux limites en un probléeme intégral se présente sous la méme forme
qu’au paragraphe 2.2 mais dans le cas de la recherche des modes propres de la structure en présence du
fluide, la fonction de Green est indépendante de la pulsation w du mouvement.

Si nous utilisons une distribution de simple couche, celle-ci doit étre solution de I’équation intégrale
de Fredholm de deuxiéme espece suivante :

1 l N _ v a
~ = [ Lo i i + 9O MOS0 = Ve (M).AA)

La fonction potentiel des vitesses s’écrit alors dans le domaine fluide :

P // |MM,‘ + G(M, M")|dS(M")

Si nous utilisons une distribution mixte de Green, elle doit étre solution de I’équation de Fredholm
de deuxieme espece suivante :

1 ’ ’

// )[|MM/|+Q(M,M)]dS(M)

93 n = / 1 / /
7/CVE(M)7L(M)[7‘ N | +G(M,M"))dS(M")

La fonction potentiel des vitesses s’écrit alors dans le domaine fluide :

1 , :
o) == 1= [ | ) g (g + 9 A
) n = / ; / !
7/CVE<M ) gz + 9O MONS(A)
Et sur C : o(M) = —u(M).

3.3 Probleme discrétisé

Pour résoudre ces équations intégrales de Fredholm, nous aurons & nouveau recours a des méthodes
de résolution fondées sur la discrétisation de la caréne. Cependant, la résolution du probleme couplé
nous oblige a établir une formulation ayant les mémes inconnues pour le probleme d’hydrodynamique et
le probleme de mécanique des structures. Autrement dit, 1'utilisation d’un code d’éléments finis pour
résoudre le probleme de la mécanique des structures nous oblige a travailler avec des déplacements nodaux
et des inconnues nodales. Ce résultat peut étre obtenu en approximant les singularités par des fonctions
d’interpolation du type éléments finis a partir des valeurs nodales. La condition de glissement peut alors
étre affichée localement aux nceuds ou de maniere globale en minimisant son intégrale sur I’ensemble de
la caréne au sens des moindres carrés. Nous supposerons, dans ce qui suit, que ce travail a été réalisé et
que la discrétisation des équations intégrales conduit a des systémes matriciels de la forme suivante :

[Aijlojk] = [Bik]

dans le cas d’une distribution de sources seules, et :



[A/ij}[/‘jk] = [ngHUjk]
dans celui d’une distribution mixte de Green.

Expressions dans lesquelles, A, A’ et B’ désignent des matrices carrées dont la dimension est égale
au nombre des neeuds du maillage, o et p;, désignent les valeurs prises par les singularités au nceud
j du maillage et B;, désigne la valeur du second membre de la premiere équation au nceud ¢ pour une
vitesse unitaire affectant le k**™¢ degré de liberté.

Une premiere difficulté apparait ici. En effet, si un élément ne peut appartenir qu’a un seul secteur
de symétrie, il n’en va pas de méme en ce qui concerne les noeuds situés sur les frontieres des secteurs.

Dans ces conditions, pour pouvoir conserver aux matrices leurs motifs de répétitivité représentatifs
des symétries et appliquer les changements de bases adéquats, il est impératif de faire apparaitre les
valeurs nodales avec une multiplicité égale au nombre de secteurs auxquels elles appartiennent.

Les matrices seront maintenues carrées en écrivant les équations avec une multiplicité égale au nombre
de secteurs auxquels appartiennent les points de controle correspondants si la condition de glissement est
locale, et avec la multiplicité de I'inconnue par rapport a laquel la dérivation est effectuée si la condition
de glissement est globale.

Une fois réalisé le changement de base, il est nécessaire d’éliminer les inconnues et les équations en
trop dans les systémes qui sont singuliers.

Les singularités étant déterminées, les termes hydrodynamiques sont calculés en intégrant les pres-
sions correspondantes, degré de liberté par degré de liberté, au moyen des fonctions d’interpolation. Ces
opérations peuvent étre écrites sous forme matricielle de la maniére suivante :

—p R [Plleix]
—p R A{[Py]2,  Hn[wsi]}

[M Ay]

[TAw] = —pw S [Py][wjk]
= —pw S {19, H ]}

[Fexi| = —ipw|P;[¢1+D);]
—ipw{[Py]0  H 01401}

Expressions dans lesquelles [ et k varient de 1 au nombre de degré de liberté du maillage.

3.4 Probleme de la mécanique couplé

La derniére phase de la résolution du probléeme du couplage fluide-structure consiste a résoudre
I’équation de Newton ou a en extraire ses modes propres.
Cette équation se présente sous la forme générale suivante :

d2

CIR(X(@)e™ ) + [PAR(@)] SRIX @)™} + [HRX (@)e '} = RF()e ")

[Myy + M A, (w)]
Equation matricielle dans laquelle M, M A, TA et K sont des matrices carrées dont l'ordre est égal au
nombre n des degrés de liberté de la structure, X et F' des vecteurs colonnes de n lignes. Ces termes
désignent respectivement :

M la matrice des masses de la structure ;
MA(w) la matrice des masses d’eau ajoutée ;
TA(w) la matrice des amortissements ;

K la matrice des raideurs de la structure ;
F(w) le vecteur des efforts d’excitation ;
X(w le vecteur des déplacements nodaux.

)
L’excitation étant harmonique, cette équation se simplifie, et il vient :

{~w?[M + MA(W)] — iwTA(w) + K} X (w) = F(w)

Il est clair que pour pouvoir appliquer avec quelque intérét les changements de base, il est nécessaire
que toutes ces matrices refletent les symétries du probleme. C’est bien évidemment le cas de M et K, et



ce sera également celui de M A et T'A si les degrés de liberté choisis sont compatibles avec les symétries,
c’est a dire s’ils sont définis dans un repere adéquat. Ainsi les problemes présentant des symétries planes
seront traités en repere cartésien, tandis que ceux présentant des symétries cycliques devrons étre résolus
en coordonnées cylindriques que ce soit pour le calcul de la réponse ou pour celui des modes propres.

Dans ces conditions, si nous nous intéressons a la réponse, nous aurons a résoudre les g blocs
d’équations issus de :

Qu{—w? M + MA(w)] — iwTAw) + K}, Q,X(w) = Q,F(w)

et si nous voulons extraire les modes propres du systeme couplé, nous aurons a extraire les modes des g
blocs issus de :

Qu{—w?[M + MA] + K}Q,' Q,X(w)=0

4 Gains de place mémoire et de temps de calcul

Il nous reste désormais a estimer les gains de place mémoire nécessaire et de temps de calcul qui
résultent de l'utilisation des symétries.

4.1 Gain de place mémoire

En ce qui concerne les groupes S,,, la prise en compte des symétries permet de remplacer un systeme
linéaire d’ordre gn par g systemes linéaires de dimension n. Dans le cas des groupes C,,, Il faut également
tenir compte du gain occasionné par ’existence éventuelle de systemes conjugués deux a deux dans le cas
de matrices réelles.

Si nous n’utilisons pas de fichier pour stocker les matrices, le gain sera égal a g dans tous les cas.

Si nous utilisons des fichiers pour stocker les matrices, les systémes sont résolus séquentiellement et
le gain sera égal & ¢2 pour les symétries planes et les symétries cycliques si les matrices sont complexes,
et a % pour les symétries cycliques si les matrices sont réelles.

Ces gains de place mémoire sont doublés dans le cas ou la dimension des matrices est telle, que la
résolution du systéme complet doit étre faite en double précision (gn supérieur & 500), tandis que les
résolutions des systémes réduits peuvent encore étre réalisées en simple précision (n inférieur a 500).

Le tableau ci-dessous illustre ces résultats :

Gains de place mémoire So S Sy S3 Cy Cs Cy Cs Cs Cy
Matrice réelle sans fichier 1 2 4 8 2 3 4 5 6 7
Matrice complexe sans fichier 1 2 4 8 2 3 4 5 6 7
Matrice réelle avec fichier 1 4 16 64 2 4.5 8 12.5 18 24.5
Matrice complexe avec fichier 1 4 16 64 4 9 16 25 36 49

4.2 Gain de temps de calcul

L’estimation du gain de temps de traitement sur une machine est plus délicate dans la mesure ou
celui-ci dépend essentiellement du type de méthode utilisé pour résoudre les systemes linéaires ainsi que
de la machine.

Si nous considérons que les matrices H sont pleines, non symétriques et complexes, ce qui est le cas
des matrices d’influence dans les problémes de comportement de structures sur houle, le gain de temps
de calcul est de I'ordre de g pour la construction de H et de g2 pour la résolution supposée étre réalisée
en mémoire centrale sans pagination.

A titre d’exemple, pour une structure marine qu’on discrétise en N élements, les gains de temps
nécessaires pour calculer les fonctions de transfert sur houle sont donnés dans le tableau suivant en
fonction de N et du type de symétrie.

Gains de temps calcul So S1 So S3 Cy C3 Cy Cs Cs Cy
N =100 éléments 1.0 2.7 4.8 - 2.7 35 4.8 6.1 7.4 8.7
N = 500 éléments 1.0 2.8 7.3 - 2.8 5.0 7.3 9.6 12.0 14.4

N = 1000 éléments 1.0 3.2 9.1 - 3.2 6.0 9.1 12.4 15.9 19.5
N = 1500 éléments 1.0 3.4 10.3 - 3.4 6.6 10.3 14.4 18.8 23.3
N = 2000 éléments 1.0 3.5 11.2 - 3.5 7.0 11.2 15.9 20.9 26.3



Ces gains sont donnés a titre indicatif, et ne tiennent pas compte de la différence de temps de
traitement qui existe entre la simple et la double précision.

Conclusion

L’approche rationnelle du traitement des symétries a partir de la théorie des groupes de symétries,
permet d'une part de mettre en évidence la classe de difficulté de chaque probléme et d’autre part
d’aborder en toute généralité ceux qui présentent un intérét, en optimisant leur mise en ceuvre sur le
plan informatique. Les résultats obtenus peuvent étre appliqués aussi bien aux probléemes traités par
des méthodes intégrales que par des méthodes d’éléments finis. Mais, dans ces conditions, les symétries
doivent étre prise en compte lors de la fabrication des logiciels et non pas pendant la mise au point des
données.

Notons enfin que les résultats obtenus, peuvent étre étendus sans difficulté a des systémes linéaires
possédant plus d’équations que d’inconnues, ce qui permet alors d’utiliser une méthode du type House-
holder pour résoudre directement des problemes au sens des moindres carrés.
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